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INTRODUCTION 


ANS un domaine primordial des sciences de la nature — 
domaine comprenant la thermodynamique du rayonne- 
ment, des gaz et des conducteurs, l’analyse et la diffu- 
sion des radiations, la dynamique des rayons catho- 

diques, voire méme la dynamique générale des particules matérielles 

et des corps, — le développement simultané des recherches théo- 
riques et expérimentales a finalement révélé un schéme physicoma- 





thématique d’une portée exceptionnelle : le systéme des axiomes de 
la mécanique quantique générale. Ce schéme est, sur des points 
essentiels, tres différent des schémes jJusqu’a ce jour admis en phy- 
sique. L’épistémologie a insisté principalement sur le caractére sta- 
tistique de la légalité nouvelle qu'il introduit. Mais la mise en ceuvre 
d’un espace hermitien a un nombre infini de dimensions n’est pas un 
trait moins remarquable du schéme nouveau : nous y consacrons le 
présent mémoire. 

Des liens étroits relient Vidée d’espace infinidimensionnel quan- 
tique et la méthode symbolique de Dirac. A cet égard, notre travail 
se présente comme une étude épistémologique sur l’exposé symbo- 
lique de la mécanique des quanta : iJ rattache la méthode de Dirac 
aux conceptions générales de la Logique des sciences. La valeur pra- 
tique de cette méthode n’est pas douteuse : que l’on songe a tout ce 
qui fut conquis, pour la mécanique quantique, par Dirac lui-méme, 
qui ne cesse pas de l’utiliser. Quant 4 l’opportunité d’une étude ten- 
dant aA en faire saisir le fondement logique, qu’on en juge par les 
lignes suivantes, qui sont de l’illustre théoricien : « La méthode sym- 
bolique, écrit-il, semble pénétrer plus profondément dans la nature des 
choses. Elle nous permet d’exprimer les lois physiques dune fagon élé- 
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gante et concise et, trés probablement, son emploi se généralisera de 
plus en plus, a mesure qu’on la comprendra mieux... » 

Les trois chapitres du présent mémoire correspondent assez bien 
aux trois idées de mathématique pure, de physique théorique et de 
physique générale, ou encore aux idées de formel sans plus, de for- 
mel propre a la physique et de rapport entre le formel et le réel. Plus 
précisément, jusque dans les subdivisions, nous avons envisagé suc- 
cessivement l’espace infinidimensionnel quantique, de points de vue 
ordonnés selon la Logique des sciences. 

Au sujet des deux classes de vecteurs de l’espace hermitien (vec- 
teurs | et vecteurs © de Dirac), il nous a semblé utile de compléter 
Vidée de leur correspondance par celle d’un opérateur <, pseudo- 
linéaire, qui appliqué a un ¥ donne un ¢ et inversement : outre que 
cette maniére de faire est bien conforme a |’esprit général du calcul 
abstrait, elle fournit des notations commodes et une formulation 
remarquable des régles de calcul. De méme, dans le passage du calcul 
abstrait au calcul constructif, nous introduisons des unités 7 et <, 
assez analogues aux deux unités, réelle et purement imaginaire, du 
calcul des quantités complexes ordinaires : nous trouvons ainsi que 
la géométrie hermitienne table sur une régle de formation du produit 
scalaire de deux vecteurs, qui rappelle la régle du produit de deux 
complexes imaginaires ; la différence entre les deux régles tient dans 
une remarquable permutation des signes. 

Mais notre sujet appartient aux sciences naturelles, non a la ma- 
thématique pure. Le second chapitre, qui est physico-mathéma- 
tique, présente, lui aussi, quelques apercus nouveaux. Ils nous ont, 
du reste, invité 4 des désignations nouvelles : axe des probabilités, 
dérivation hermitienne, dérivation quantique, etc... De méme, au 
troisiéme et dernier chapitre, les considérations qui ont trait a l’es- 
pace infinidimensionnel quantique comme ultraphénoméne véri- 
table sont originales. Elles concernent le role de Panalyse fonction- 
nelle et de l’espace d’Hilbert en physique : elles opposent leur usage 
purement analytique dans les théories classiques et leur significa- 
tion vraiment physique en mécanique quantique. 


Baca oo 


CHAPITRE PREMIER 


L'espace infinidimensionnel hermitien. 


1. — L’ ESPACE INFINIDIMENSIONNEL ABSTRAIT NON COMPLEXE. 


La théorie quantique de l’atome chimique met en ceuvre un espace 
infinidimensionnel hermitien. Les équations sont généralement pré- 
sentées sous forme analytique : l’idée d’un espace a un nombre infini 
de dimensions, espace affine et possédant une métricité déterminée, 
se manifeste alors par l’invariance des équations pour tel groupe de 
transformations ; les coordonnées sont imaginaires et la métricité 
prend la forme hermitienne. Nous commencerons par examiner |’es- 
pace infinidimensionnel non complexe. Nous nous placerons au 
point de vue abstrait, symbolique (non constructif, non analy- 
tique) : comme en géométrie pure ordinaire, nous allons donc a la 
spatialité directement, sans utiliser les coordonnées. Cette étude sera 
suivie d’un examen du passage a l’espace complexe, plus spéciale- 
ment a l’espace hermitien ; nous envisagerons 1a les deux voies qui 
s’offrent naturellement : le passage abstrait et le passage constructif, 
deux méthodes déja utilisées dans la théorie générale des imagi- 
naires. La géométrie complexe ainsi obtenue est abstraite et symbo- 
lique, méme si le passage a l’imaginaire est constructif : nous devrons 
finalement la transposer en une géométrie analytique, pour retrou- 
ver les formules classiques d’analyse fonctionnelle et d’analyse quan- 
tique. D’ou les trois divisions du chapitre présent. 

L’espace non complexe que nous devons examiner ici comme 
point de départ pour l’extension imaginaire utilisée en analyse 
quantique est la simple généralisation infinidimensionnelle de 
Yespace euclidien. Premiére conséquence : nous n’avons pas a envi- 
sager les champs essentiels de métricité qui caractérisent les espaces 
a courbure et & torsion ; notons d’ailleurs que nous ne devons 
étendre aucun champ dans l’espace infinidimensionnel. Seconde 
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conséquence : lidée de déplacement paralléle n’est pas, dans la 
question présente, subordonnée a un certain type de métricité. La 
situation est en quelque sorte inverse : Pidée de métricité, d’égalité 
métrique, de congruence, vient s’insérer dans un espace affine 
préalable, non dans un espace amorphe. D’une maniére générale, la 
géométrie affine homogéne est obtenue a partir de la géomeétrie 
projective, en y introduisant l’idée de parallélisme. Toutefois, la 
théorie affine des vecteurs issus d’un méme point (la seule qui nous 
intéresse) peut étre présentée directement, sans appel, ni a l’espace 
projectif, ni 4 ’'idée de déplacement paralléle : il suffit de considérer 
le vecteur et la somme géométrique comme des objets premiers 
ayant certaines propriétés, des objets abstraitement définis par ces 
propriétés mémes. Tel sera notre point de vue. 

Le systéme des axiomes de la géométrie affine ainsi réduite tient 
dans les régles fondamentales concernant |’addition des vecteurs 
entre eux et la multiplication d’un vecteur par un nombre du con- 
tinu réel. Ces régles sont analogues a celles des nombres. L’addition 
est associative et commutative. Pour la multiplication, l’associati- 
vité et la commutativité ne concernent que les facteurs numériques, 
puisqu’il n’y a jamais qu’un seul facteur vectoriel. Quant a la dis- 
tributivité, qui est essence de la linéarité en général, elle vise, soit 
les termes d’un facteur numérique, soit les termes d’une somme 
vectorielle : 


(a + BX = aX + OX, 'a(X 4 ¥) Sax Caey, 


En ajoutant des vecteurs respectivement multipliés par des 
coefficients nurmériques, on obtient une expression qui peut étre 
appelée une fonction linéaire simple des vecteurs. Etant donné 
plusieurs vecteurs, s’il est possible de choisir les coefficients (non 
tous nuls) de maniére que l’expression soit nulle, on dit que les 
vecteurs sont linéairement dépendants. C’est précisément cette idée 
de dépendance ou d’indépendance linéaire qui fonde, au point de vue 
uci adopté, Vidée de nombre des dimensions d’un espace. Un espace 
affine posséde N dimensions si tout vecteur de cet espace peut étre 
exprimé par une fonction linéaire simple de N vecteurs linéairement 
indépendants donnés. L’unicité d’une telle décomposition résulte 
immédiatement du caractére du systéme des NV vecteurs. Effective- 
ment, si un vecteur admettait deux décompositions suivant ce sys- 
teme, on pourrait former, pour un vecteur nul, un développement 
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selon la méme base et présentant des coefficients non tous nuls ala 
fois : les vecteurs donnés ne seraient donc pas linéairement indépen- 
dants. 

Si WV est infini, il faut envisager, pour la définition de la dépen- 
dance linéaire et pour la décomposition suivant une base donnée, 
des fonctions linéaires de forme spéciale. I] se présente d’abord des 
sommations vectorielles infinies : il se présente aussi des intégrales 
vectorielles et des expressions mixtes formées d’une sommation 
infinie et d’une intégrale. Les fonctions linéaires simples peuvent 
prendre la forme d’une intégrale vectorielle & raison du caractéere 
en principe arbitraire de l’ordre des termes vectoriels sommés. Effec- 
tivement, faisons correspondre 4 une suite de points du continu 
réel, la suite des indices des vecteurs : la correspondance peut étre 
établie de maniére que les points forment un ensemble assez dense 
dans certains intervalles. S’il s’agissait, non pas de vecteurs mais de 
grandeurs scalaires, on pourrait définir clairement les conditions du 
passage a une densité continue, dans des intervalles de cette sorte. 
De méme, si les vecteurs étaient définis analytiquement. Nous 
introduisons ici la densité continue vectorielle par simple analogie. 

Cette maniére de procéder est conforme a la méthode générale 
de la logique abstraite et de l’algébre symbolique. En géométrie 
abstraite, nous devons admettre les sommations intégrales vecto- 
rielles, et déja les sommations vectorielles infinies, sans plus de 
difficulté que le plan a l’infini en géométrie projective affine ordi- 
naire : les théorémes d’existence, la non-contradiction des axiomes 
abstraits, la justification des |schémes symboliques, appartiennent 
a l’analyse, 4 la géométrie analytique. Il s’agit, au fond, d’une géné- 
ralisation de la théorie des équations linéaires de l’algéebre ordinaire, 
théorie qui est l’arriére-plan constructif de la géométrie affine abs- 
traite 4 un nombre fini de dimensions. Cette généralisation est une 
des taches les plus importantes de l’analyse fonctionnelle : elle 
apporte précisément la justification de lespace affine infinidimen- 
sionnel, au point de vue de la non-contradiction de ses axiomes. 

Une piéce remarquable de la géométrie abstraite infinidimension- 
nelle et qui manifeste au plus haut point les possibilités de la 
méthode symbolique dans le domaine infinitésimal est la fonction 
6 (x) de Dirac. Elle est indispensable si lon veut développer 
méthodiquement, parallélement 4 la géométrie 4 un nombre fini 
de dimensions, une géométrie infinidimensionnelle. On la rencontre 
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dans toutes les questions, a raison de la forme intégrale que peuyene 
prendre les fonctions linéaires vectorielles simples. Elle est la aes 
lisation du symbole 4,,» lorsque les indices entiers m et n deviennent 
des variables continues, et se présente originellement comme une 
fonction 6(b — a) de la différence de deux variables. Le symbole 
omn est égal & 1 ou a O selon que m et n sont ou non égaux. Pour la 
fonction 6 (z), il faut prendre, par analogie, 6 (x) = 0 pour 4 0 
(donc pour a-~ db), et f 6 (x) dx = 4, Vintégrale s’étendant a tout 
le domaine du continu réel. Du point de vue analytique, cette défini- 
tion est contradictoire : elle ne peut étre admise qu’avec certaines 
retouches sur la valeur de 6 au voisinage du point zéro. La géomé- 
trie symbolique ne fait pas ces réserves : c’est qu’elle ne voit pas 
dans l’intégrale de 6 la limite d’une sommation mais un symbole 
auquel on convient d’appliquer certaines régles du calcul intégral, 
celles qui s’énoncent sans un retour a la notion de limite et peuvent 
étre envisagées abstraitement, symboliquement. La justification du 
calcul des fonctions 8 n’incombe pas a la géométrie abstraite infini- 
dimensionnelle mais au calcul fonctionnel, qui est, nous l’avons 
expliqué, l’arriére-plan logiquement indispensable de celle-ci. 

Quant a l’usage de la fonction 6, nous en pouvons déja signaler 
un exemple, qui concerne une idée fondamentale de la géométrie 
affine : celle méme qui définit le nombre de dimensions de espace. 
Tout vecteur peut étre décomposé suivant une base donnée (sys- 
téme complet de vecteurs linéairement indépendants) : un vecteur 
de la base méme peut donc l’étre comme tout autre. Si les axes 
forment une suite discréte d’indice m, le vecteur d’indice n sera 
représenté par une série vectorielle dont les coefficients sont 6,,,.. 
D’une maniére analogue, si la suite des axes est continue et admet 
un indice continu a, le vecteur d’indice b est représenté par une 
intégrale vectorielle : le coefficient devant le vecteur, sous l’inté- 
grale, est précisément 6 (b — a). 

Introduisons maintenant une métricité euclidienne dans l’espace 
affine. En géométrie analytique, la métrique euclidienne est repré- 
sentée par une forme quadratique « définie » (présentant, sous sa 
forme réduite, des coefficients tous positifs) : cette forme, invariante 
pour le groupe des congruences, sert a définir la longueur d’un vec- 
teur. Au lieu de la forme quadratique, on peut également considérer 
Ja forme bilinéaire symétrique correspondante : celle-ci définit 
précisément le produit scalaire de deux vecteurs. L’idée de produit 
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scalaire est donc intimement liée a celle de distance. On peut la 
prendre comme fondement de la métricité, dans un exposé abstrait 
de la géométrie. On suppose attaché a toute paire de vecteurs un 
nombre du continu réel, appelé produit scalaire : les régles conven- 
tionnelies fondamentales du calcul des produits scalaires sont pré- 
cisément le fondement métrique de l’espace affine considéré, 

Les relations conventionnelles sont aussi simples que celles qui 
régissent la somme des vecteurs et le produit d’un vecteur par un 
nombre, et qui établissent, nous l’avons expliqué, le caractére 
affine lui-méme. Les voici. D’abord, pour ce qui est des coefficients 
numériques, la multiplication d’un facteur vectoriel par un nombre 
multiplie le produit scalaire par ce nombre. En second lieu, la mul- 
tiplication scalaire de deux vecteurs est commutative et distribu- 
tive : on a donc la relation : 


MY es: Ae dF 


analogue aux axiomes distributifs de la géométrie affine. Si les 
deux vecteurs 4 multiplier sont décomposés suivant un méme sys- 
téme de vecteurs linéairement ind4pendants, le produit prend la 
forme d’une fonction homogéne bilinéaire des coefficients des déve- 
loppements ; les coefficients de cette fonction sont les produits 
scalaires des vecteurs (pris deux 4 deux) du systéme de base: a 
raison de la commutativité du produit, la fonction est symétrique. 
Cette forme bilinéaire est précisément celle qui sert de fondement 
a la métricité en géométrie analytique. 

Le nombre des dimensions de |’espace affine n’intervient pas, 
comme on voit, dans l’exposé abstrait, symbolique, de la métricité. 
Le passage 4 JV infini n’apporte donc aucun changement du cété 
de la métricité, sur le plan de la géométrie abstraite. Mais la géomé- 
trie abstraite suppose un arriére-plan constructif, arithmétique, 
analytique. Nous l’avons signalé pour la géométrie affine : au pas- 
sage a N infini correspond Je passage des simples équations linéaires 
de l’algébre aux équations infinitésimales de l’analyse fonctionnelle. 
Pour la métricité, Ja situation est analogue. Qu’il soit possible de 
faire correspondre 4 toutes les paires de vecteurs un TODTe 
unique, sans contredire les régles axiomatiques du PLOBtie sh 
une question essentielle ot se confrontent les principes de la Boom, 
trie affine et ceux de la métriciié. La preuve de la non-contradiction 
n’est pas faite sur Je plan de la géométrie abstraite : elle se rattache 
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a la géométrie analytique, a la représentation de tous les vecteurs 
pour une méme base. Avec cette représentation s’introduit le 
nombre NV. Le passage a l’espace infinidimensionnel, sur le point de 
la non-contradiction de la métricité, raméne les questions d’analyse 
déja soulevées par la géométrie affine infinidimensionnelle, notam- 
ment la décomposition d’un vecteur selon les axes en nombre infini 
d’un repeére donné. 

Occupons-nous maintenant de l’idée d’orthogonalité. Deux vec- 
teurs non nuls sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est 
nul: A notre point de vue, il s’agit Ja d’une définition. Comme nous 
avons pris le produit scalaire et ses propriétés pour fondement de le 
métrique, la notion d’orthogonalité est ainsi rattachée immédiate- 
ment a celle de métricité. Notons que l’orthogonalité est nécessaire- 
ment présentée aans le cadre d’un espace métrique. Le fait que sa 
définition n’envisage que le zéro d’une fonction semble d’abord 
indiquer une généralisation : la fonction pourrait ne pas Jouir des 
propriétés qui en font un produit scalaire. Mais il faut alors intro- 
duire des axiomes d’orthogonalité qui raménent précisément les 
propriétés linéaires de la fonction : il ne peut étre question que de la 
fonction méme qui définit le produit scalaire. En d’autres termes, 
il ne convient pas de procéder pour l’orthogonalité comme pour le 
parallélisme : le parallélisme est un caractére complémentaire qui 
fait de l’espace projectif un espace affine ; ’orthogonalité n’est pas 
un simple caractére complémentaire qui nous ferait avancer vers 
Vespace métrique : elle concerne nécessairement un espace métrique. 
(C’est ce que rend déja manifeste la genése de la sphére par le som- 
met d’un angle droit mobile dont les cétés sont astreints & passer 
par deux points fixes.) 

Reprenons, pour y insérer la notion d’orthogonalité, l’idée de sys- 
téme de vecteurs linéairement indépendants, systéme complet ser- 
vant de base 4 la décomposition d’un vecteur donné quelconque. 
Une base formée de vecteurs X,, est dite orthogonale et normée 
(norme 1) si ’on a X,,X,, = Sn,. De méme, deux bases X,, et Y, 
sont réciproques si on a X,¥, = 8mn. Si une base est orthogonale 
et normée, elle coincide avec la base réciproque. Cela posé, on a la 
relation vectorielle fondamentale : 


A= SX(AY,) Xm: 


les coefficients de la décomposition d’un vecteur quelconque A 
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suivant une base sont des produits scalaires relatifs 4 la base réci- 
proque. Si la base X,, est orthogonale et normée, les produits sca- 
laires concernent cette base méme. Ce sont 1a les principes du rap- 
port entre les coefficients d’une décomposition vectorielle et les 
projections orthogonales. Notons qu’a notre point de vue, qui est 
celui de la géométrie abstraite des vecteurs issus d’un méme point, 
Pidée de projection orthogonale doit étre définie a partir de Vidée 
de produit scalaire, ce qui crée entre les deux concepts un rapport 
de subordination exactement inverse de celui que l’on envisage 
dans l’exposé synthétique habituel de la géométrie. On dirige sui- 
vant l’axe de projection un vecteur Z : la projection orthogonale 
d’un vecteur A est alors, par définition, un vecteur dirigé suivant 
Paxe et mesuré par (AZ): | Z|. Pour le systéme orthogonal et 
normé (norme 1), la projection orthogonale a pour mesure AX,,, ; 
comme vecteur, elle est par conséquent donnée par (A X;,) Xp». 

Supposons maintenant V =o. La définition des bases réci- 
proques et celle des bases orthogonales et normées subsistent. Si les 
indices m, et done aussi les indices n, restent des variables entiéres, 
la forme de la condition en 6 n’est pas changée. Si ces indices font 
place 4 des variables continues a et 6, il faut remplacer 6,,, par 
0 (6 — a). On a ainsi une condition telle que : 


X (a) Y (b) = 6 (b-— a), 
qui se décompose en : 


X (a) Y (b) =0, (b Aa) 
f X (a) Y(b)da =1, 


deux relations exprimant respectivement l’orthogonalité et la nor- 
malisation mutuelles des systémes X et Y. Si la base est orthogonale 
et normée, on a des relations semblables en X (a) X (6). La norme, 
longueur des vecteurs de Ja base, cesse donc d’étre l’unité. Dans un 
développement suivant les vecteurs X,,, devenus des vecteurs 
X (a), infiniment nombreux dans un intervalle fini, les coefficients 
sont nécessairement infiniment petits : la norme est devenue infinie. 

Les considérations qui précédent concernent la nature méme de 
espace euclidien : elles présentent, dans leur enchainement logique 
et sous le rapport de leur généralisation infinidimensionnelle, les 
trois idées d’affinité, de métricité et d’orthogonalité. I] nous faut 
maintenant examiner un concept trés proche de ces idées fondamen- 
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tales et d’une importance primordiale aussi bien pour le développe- 
ment méthodologique de la géométrie que pour l’exposé des théo- 
ries physiques : le concept d’opérateur linéaire appliqué 4 un vec- 
teur, autrement dit, le concept de tenseur du second ordre. Analy- 
tiquement, il s’agit d’un systéme de transformations linéaires sca- 
laires appliquées 4 un systéme de variables (les coordonnées, les 
nombres représentatifs du vecteur) ; plus précisément, le tenseur 
est, analytiquement, la matrice de Ja transformation, matrice qu’il 
faut modifier corrélativement aux changements de repeére. Mais 
cette méthode des repéres, des nombres représentatifs et des inva- 
riants ne nous convient pas : nous voulons maintenir ici le point 
de vue abstrait, symbolique. Nous devons définir l’opérateur linéaire 
par ses propriétés conventionnelles, le définir implicitement, et non 
pas constructivement. 

Les axiomes qui donnent la définition implicite de l’idée d’opé- 
rateur linéaire sont analogues & ceux qui définissent le caractére 
affine et la métricité. Ils concernent des sommes et des produits, 
et visent leur associativité et leur commutativité ; surtout, ils visent 
la distributivité du produit vis-a-vis de la somme, caractére essen- 
tiel de toute linéarité. Désignant les vecteurs par des majuscules 
et les opérateurs par des minuscules grecques, on admet les rela- 
tions : 


a(X+ Y)=aX+cY, (x + 6) X = aX + BX, 


qui justifient l’appellation d’opérateur linéaire. On définit, du reste, 
e produit de deux opérateurs par la relation : 


(x 8) Avec (BX), 


qui fonde l’associativité des opérateurs, Le produit de deux opé- 
rateurs n’est généralement pas commutatif ; on a ac = ca mais 
non pas «B = Ba, 

L’existence d’objets formels satisfaisant a ce systeme d’axiomes 
ne se pose pas sur le plan de la géométrie abstraite mais sur celui 
de la géométrie analytique. Elle est en rapport étroit avec le fait 
que la connaissance du produit d’un opérateur par chacun des 
vecteurs fondamentaux d’un systéme complet rend possible, par 
la décomposition vectorielle et a raison de la linéarité, le calcul du 
produit de l’opérateur par un vecteur quelconque. L’extension a I’es- 
pace infinidimensionnel est immédiate, sur le plan de la géométrie 
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abstraite ; sur le plan constructif, elle dépend de propositions d’ana- 
lyse fonctionnelle. La distributivité vis-a-vis des sommes vectorielles 
s’étend au cas des sommes infinies et des sommes intégrales, notam- 
ment celles qui se présentent lors de la décomposition d’un vecteur 
suivant les axes d’une base. 

Les axiomes de l’opérateur linéaire ne font pas figurer le produit 
scalaire : ils sont done valables dans l’espace affine, avant l’intro- 
duction de la métricité. Le passage 4 l’espace métrique s’accuse, 
ici, avec la considération de formes quadratiques vectorielles abs- 
traites du type X « X (comme dans la théorie des quadriques) et 
de formes bilinéaires du type X«Y. Ces formes bilinéaires sont le 
fondement des idées d’opérateurs mutuellement conjugués, d’opé- 
rateurs symétriques et antisymétriques. I] n’y a naturellement, en 
géométrie abstraite, aucune référence possible, ni aux matrices 
transposées, ni aux matrices symétriques droites et gauches, ni 
au caractére invariantif qui s’y attache : les opérateurs « et 8 sont 
appelés conjugués si l’on a Xa Y= YBX, et la symétrie est 
définie par « = 8. Cette maniére de procéder conduit, en géométrie 
complexe, a des généralisations dans des sens divers : elle améne, en 
particulier, comme nous verrons, la notion d’opérateur hermitien, 
si important en mécanique quantique. 

L’équation la plus simple que l’on puisse former avec un opéra- 
teur s’écrit « X = aX, ot a désigne un facteur numérique, inconnu 
comme le vecteur X. Cette équation est homogéne en X : on peut 
donc supposer X unitaire ; il représente seulement une direction. 
Les solutions correspondantes a; et X; sont les valeurs propres et les 
directions propres ou principales de l’op4rateur «. La référence 
constructive est ici le systéme d’équations ordinaires qui représente 
l’équation vectorielle proposée : une équation de degré N exprime 
leur compatibilité ; si la matrice du systéme est symétrique, les 
racines sont réelles. La géométrie abstraite de |’équation vectorielle 
doit tabler sur l’existence de N solutions réelles ou imaginaires. 
Elle peut alors, par ses propres moyens, établir une théorie des 
valeurs et des directions propres. A une valeur multiple a, = 
a; = ..., correspondent une infinité de directions principales, fonc- 
tions linéaires de deux ou plusieurs d’entre elles (dégénérescence). 
Si toutes les valeurs propres sont différentes, les X; sont linéaire- 
ment indépendants. Les directions principales de deux opérateurs 
conjugués forment deux systémes mutuellement orthogonaux ; 
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celles d’un opérateur symétrique fournissent donc une base ortho- 
gonale. 

La généralisation pour JV infini est immédiate, au point de vue 
abstrait. Ainsi, dans l’espace infinidimensionnel, un opérateur syme- 
trique fournit encore une base orthogonale. Cette base est discréte 
ou continue. Dans le second cas, les directions principales X sont 
fonctions d’un indice continu quelconque : un indice continu tout 
désigné se trouve étre précisément la valeur méme de la variable 
réelle continue a. Quant au fondement analytique de Ja généralisa- 
tion, il tient dans la théorie du passage d’un systéme fini d’équa- 
tions homogénes, soit 4 un systéme infini, avec déterminant infini, 
soit 4 une équation intégrale linéaire de seconde espéce (classement 
d’H1iBert), selon que le systeme de référence est discret ou con- 
tinu. Les conditions de l’apparition d’une suite continue de valeurs 
propres, dans l’un ou l’autre cas, ont fait objet de nombreuses 
recherches, depuis que HILBERT a mis en lumiére la connexion des 
deux problemes (1906). 

La théorie de l’équation vectorielle «X = aX permet de conce- 
voir dans toute sa généralité l’idée d’un opérateur 8 fonction de «. 
La conception originelle d’un tel opérateur découle des définitions 
axiomatiques de la somme et du produit de deux opérateurs : elle 
envisage uniquement 8 comme un polynome en «. Or les directions 
principales et les valeurs propres de 8 = f(a) sont alors reliées 
trés simplement a celles de « : les directions propres sont identiques 
et l’on a 6; = f (a). A la fonction tensorielle 6 = f («) correspond 
donc une fonction scalaire b; = f (a,), si f est un polynome. Comme 
on peut déterminer 8 par ses 6,, il est permis de définir f («) A l’aide 
de f (a,). Cette définition nouvelle coincide avec la premiere dans 
le domaine primitif, mais elle s’étend a toutes les formes de f. En 
particulier f (a;) peut étre une série entiére infinie ou méme une 
fonction analytique quelconque. Ces considérations s’étendent natu- 
rellement a l’espace infinidimensionnel. Elles donnent a f (x) un sens 


pourvu que / (a) en ait un, a désignant la suite infinie, discréte ou 
continue des valeurs propres de «. 


2. — LE PASSAGE A L’ESPACE COMPLEXE. 


Ordinairement, les espaces généralisés ont été concus, a lorigine, 
sur Je plan méme de la géométrie pure et de la géométrie physique ; 
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la géométrie analytique, quand elle était présente, apportait seu- 
lement une confirmation logique (la preuve de la non-contradic- 
tion des axiomes) et une méthode uniforme de développement. 
Ainsi, les géométries non euclidiennes sont apparues comme une 
critique de la géométrie euclidienne et se sont développées sans le 
secours de la méthode des coordonnées. De méme, les géométries 
de RreMANN et de CarTan se proposent comme des extensions de la 
théorie des surfaces. Les initiateurs Supputent la vérité physique 
des espaces généralisés : Gauss envisage la mesure de la constante 
de courbure de l’espace physique ; RreEMANN spécule sur les condi- 
tions physiques de la variation de la courbure d’un point a un 
autre, conditions que la théorie relativiste de la gravitation éclair- 
cira dans la suite ; E1nsTEIn, a qui l’on doit cette théorie, parvient 
d’autre part, a la suite de spéculations physiques, a l’idée d’espace 
a torsion, que venait de concevoir CARTAN et qu’il ne connaissait 
pas. Dans ces études originelles généralisant Vidée d’espace, ce n’est 
donc pas a proprement parler la méthode des coordonnées qui a 
suggeré la généralisation. L’histoire de l’idée d’espace complexe 
nous présente des circonstances exactement opposées. 

Ici, le point de départ appartie>t au domaine de l’analyse algé- 
brique. I] s’agit d’une sorte d’extension de la théorie classique des 
formes bilinéaires symétriques ou des formes quadratiques. Le pro- 
bléme fondamental de cette théorie est la réduction d’une forme 
telle que = aj xy; ou Y xz a; 2; A une forme » ¢, 2; y; ou S ¢; x? par 
une transformation linéaire orthogonale, une transformation qui 
laisse invariante la forme Y x, y; ou La}. Ce probléme admet une 
transposition géométrique et l’on peut méme dire que c’est la géo- 
métrie qui l’a inspiré : mais la généralisation ici en question et qui est 
due 4 Hermite fut proposée en dehors de toute préoccupation 
géométrique ou physique. Les variables x; et y; deviennent des 
imaginaires conjuguées x; et Xi ; les coefficients a, sont complexes 
et la condition de symétrie a; = a;; fait place 4 la symétrie hermi- 
tienne a; = Aji ; enfin, la forme invariante fondamentale devient 
Y x; x; Le caractére hermitien de la matrice est conservé dans la 
transformation ; les éléments diagonaux restent donc réels et, par 
suite, également les coefficients c;. On n’entrevoit, 4 l’origine, aucune 
application physique essentielle des formes bilinéaires de H ERMITE : 
Vidée d’une géométrie hermitienne n’était méme pas envisagée. 

La physique quantique devait changer cette situation. En juillet 
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1925, date de Ja publication du premier mémoire d’HEISENBERC sur 
la mécanique quantique proprement dite, les matrices hermitiennes 
font leur apparition en physique, et quelques mois plus tard, grace 
aux mémoires de Born, Jonnan et HEISENBERG, il est devenu tout 
a fait clair que la mécanique quantique table sur un espace infini- 
dimensionnel hermitien. La réalité physique de cet espace s’accuse 
nettement dans la suite, avec l’interprétation statistique générale 
des équations de la mécanique nouvelle. I] devient alors indispen- 
sable, pour la clarté de l’exposé des principes et des résultats phy- 
siques, d’édifier et d’utiliser une géométrie pure de l’espace ainsi 
concu : ici comme pour l’espace ordinaire, le role de la géométrie 
analytique doit en effet se réduire 4 un contréle des fondements au 
point de vue de la cohérence logique et A une méthode uniforme 
de calcul. L’idée d’une telle géométrie pure, infinidimensionnelle et 
hermitienne, fut préconisée et largement développée par Dirac : 
les contributions de l’illustre algébriste & la physique des quanta 
sont, pour la plupart, le résultat de usage systématique de la 
méthode abstraite et symbolique, de préférence a la méthode 
analy tique. 

Dans le paragraphe qui précéde, nous avons fait voir comment 
se généralisent dans le sens de |’espace infinidimensionnel les prin- 
cipes de l’espace affine, de la métricité, de lorthogonalité et des 
opérateurs linéaires : nous voudrions envisager ici, au méme point 
de vue de la géométrie pure, abstraite, symbolique, la généralisa- 
tion dans le sens de l’espace complexe, sans insister d’ailleurs sur le 
caractére infinidimensionnel. Comme introduction, pour rattacher 
notre exposé de la géométrie complexe abstraite a la théorie des 
formes quadratiques hermitiennes, qui, nous l’avons dit, fut son 
origine, notons seulement ceci. La théorie classique de la réduction 
d'une forme quadratique par des transformations orthogonales est 
la transposition analytique de la théorie de la forme X « X de la 
géométrie abstraite. I] est done naturel de considérer la forme bili- 
néaire d’ HERMITE comme !’expression analytique d’une forme sym- 
bolique X’ « X ot X et X’ sont des vecteurs qu’il convient d’appeler 
imaginaires. Du reste, il existe entre X et X’ un certain rapport, 
celui précisément qui s’exprime analytiquement par la relation 
x’, =x, entre les coordonnées de ces vecteurs. I] convient donc 
d’introduire dans les fondements de la géométrie abstraite com- 
plexe deux classes de vecteurs et une correspondance entre les vec- 
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teurs des deux classes. Dinac envisage effectivement des vecteurs p 
et des vecteurs 9, et une correspondance (9;, %;) marquée par 
Pidentité de lindice. 

Ainsi, Pidée initiale de la généralisation complexe de la géométrie 
abstraite est la distinction de deux classes de vecteurs et, entre les 
vecteurs de ces deux classes, une relation de correspondance pré- 
sentant une certaine analogie, mais assez lointaine, avec celle de 
deux complexes conjuguées. Pour symboliser cette situation ini- 
tiale, nous n’utiliserons pas la notation de Dirac (vecteurs ), vec- 
teurs 9, vecteurs imaginaires conjugués ¢; et ¢,;). Nous proposons 
d’envisager plutét l’opération qui fait passer d’un vecteur imaginaire 
au vecteur imaginaire conjugué : nous Ja noterons <«. En d’autres 
termes, nous représentons deux vecteurs conjugués par les notations 
X et « X, ou A et « A, et ainsi de suite. Nous convenons, de plus, 
que les vecteurs notés sans ¢ sont toujours de Ja premiére classe. Le 
passage de la géométrie abstraite non complexe a la géométrie abs- 
traite complexe est, 4 notre point de vue, la théorie de |’opérateur «. 
Cette théorie peut étre faite abstraitement : on envisage alors les 
propriétés de lopérateur sans indiquer les constructions sous-ja- 
centes qu’il suppose. Elle peut aussi étre exposée constructivement ; 
elle est alors assez semblable a Ja théorie classique des imaginaires 
ordinaires. Les deux méthodes sont complémentaires. Commengons 
par la méthode abstraite. 

Notre premiére démarche concerne la géométrie affine. Nous sup- 
posons que les facteurs numériques c sont généralement complexes. 
Nous maintenons les axiomes. Ils concernent .éparément des vec- 
teurs du type X et des vecteurs du type « X : en aucun Cas, une 
somme vectorielle ne peut présenter les deux types de vecteurs. De 
plus, nous introduisons de nouveaux axiomes, qui concernent pro- 
prement l’opérateur ¢ : l’axiome de distributivité 


e(X,+ X,) =e X,+¢ Xe, 


Vaxiome de commutation 


e(c X) =c(e X), 


ou ¢ est le complexe conjugué de ¢ ; enfin l’axiome de réciprocité 
MD 7 pees age 

des vecteurs conjugués X et « X, axiome qui peut secrire ¢ 1. 

UE: rue 

L’axiome de distributivité nous présente « comme une sorte d’opé 


rateur linéaire ; mais l’axiome de commutation nous invite & no 
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mer « un opérateur pseudo-linéaire : la linéarité n’est pas parfaite 
tant que c demeure imaginaire. 

Passons maintenant a la métricité. Dans espace non complexe, 
elle tient, comme nous avons vu, dans un systéme d’axiomes con- 
cernant le produit scalaire de deux vecteurs. Nous avons dit que l’on 
n’ajoute jamais deux vecteurs de types différents. Pour la multipli- 
cation, c’est exactement l’inverse : on n’envisage jamais le produit 
de deux facteurs de méme classe. Tout produit scalaire prend donc, 
en géométrie complexe, une des deux formes suivantes : X (¢ Y) ou 
(e X) Y. Ces deux produits sont généralement complexes et inégaux. 
Pour noter un produit scalaire, nous séparerons d’un trait vertical 
les notations respectives des deux vecteurs. Si le vecteur de gauche 
est noté « X, nous écrirons ici plutdt X ¢, sans ambiguité possible. 
Nous aurons ainsi, pour les deux produits, X | « Yet Xe{| Y. Les 
propriétés axiomatiques de linéarité et d> commutativité du pro- 
duit scalaire concernent maintenant X et « Y,ou < X et Y: elles 
sont perdues si l’on envisage les vecteurs X et Y eux-mémes. Aprés 
avoir fait subir aux axiomes de métricité ces modifications, nous 
devons y joindre une relation qui concerne plus spécialement l’opé- 
rateur ¢ lui-méme : 


Xe|/ Y=X|eY 


relation qui s’écrit avec les notations. de Dirac indiquées plus 
haut : 


Pp Vg = Pq Y 3 


cette condition remplace la symétrie pure et simple du produit sca- 
Jaire de la géométrie réelle par une symétrie hermitienne. Nous appe- 
lons hermitien Vespace imaginaire métrique ainsi caractérisé. Notons 
que le produit simplement symétrique X« X est nécessairement 
réel : on le suppose positif. La longueur de X ou de « X est définie 
comme racine carrée positive de X « X. La condition d’orthogona- 
lité de X et Y devient Xe| Y=o=XJ|eY: elle concerne 
plutot X ete Youe X et Y. 

Examinons ce que devient, dans l’espace complexe, la théorie 
abstraite des opérateurs linéaires. L’idée de tels opérateurs se pré- 
sente déja en géométrie affine. Le passage a Pespace complexe est ici 
immédiat 4 raison de la séparation des deux types de vecteurs : un 
operateur appliqué a un vecteur engendre un vecteur de méme type. 
En géométrie complexe métrique, la théorie des opérateurs a pour 
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point de départ des formes bilinéaires abstraites telles que X | 
(e Y) et Xe | a Y, qui sont, l’une et I’autre des produits scalaires. 
La théorie ne peut se développer qu’en admettant la relation de sy- 
métrie 

X|aceY= Ye|«X, 
relation qui s’écrit, avec les notations de Dirac, . 


e(*+) =(pa)b= pay, 


comme s'il s’agissait d’un principe d’associativité. I] faut bien dis- 
tinguer cette symétrie fondamentale, ot ¢ accompagne le méme vec- 
teur dans les deux membres, et la symétrie que nous allons mainte- 
nant définir. 

La généralisation complexe des opérateurs conjugués de l’espace 
réel concerne la permutation des vecteurs X et Y eux-mémes. Nous 
définissons 8, conjugué de «, par 


me fia Fives Y¥ ¢ | BX 
soit, en vertu de la symétrie fondamentale, 


Ae{[aY= X | geY, 
soit encore, puisque 

Xela Y=X | ec, 

X|eaY=X| pe, 


ou, en abrégé, « « = Be. Désignons 8, conjugué de «, par a: nous 
avons ¢ « = «¢, relation toute semblable a la relation axiomatique 
de pseudo-linéarité de ¢, ¢ c = ce. Nous disons que « est un opéra- 
teur hermitien si « = «: ona alors e « = ««. Cette appellation est 
justifiée a raison de la relation 


Xela Y=YelaX, 


qui exprime la symétrie hermitienne x; = x; d’une certaine ma- 
trice construite 4 laide de l’opérateur « et d’une suite de vecteurs, 
matrice qui peut représenter « comme nous l’expliquerons au pro- 
chain paragraphe. La géométrie hermitienne ne peut naturellement 
pas s’en tenir aux opérateurs hermitiens, pas plus que la géométrie 
réelle ordinaire (produit scalaire simplement commutatif) ne peut 
s’en tenir aux opérateurs symétriques. 

Les opérateurs hermitiens ainsi définis abstraitement sont appelés 
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par Dirac des opérateurs réels. Du point de vue analytique cette 
appellation est justifiée 4 raison du caractére réel des éléments dia- 
gonaux de toute matrice représentative (repére orthogonal). En géo- 
métrie abstraite, l’appellation est en rapport avec une propriété 
remarquable des opérateurs hermitiens, et qui concerne |’équation 
«a X =a X. Si« est hermitien, cette équation admet, pour a, VV solu- 
tions réelles. L’équation « (¢ X) = a(e X) admet les mémes solu- 
tions puisqu’elle se déduit de la premiere en appliquant aux deux 
membres (qui sont des vecteurs) l’opérateur ¢, 4 raison des relations 
ea—=ae,ea—ae. Le cas des valeurs propres multiples s’étudie 
absolument comme en géométrie abstraite réelle. L’orthogonalité 
des directions principales d’un opérateur symétrique non dégénéré 
fait place, en géométrie complexe, 4 Vorthogonalité mutuelle des 
deux systémes corrélatifs. La norme unitaire (X;¢ X; = 1) s’intro- 
duit de la méme maniére mais laisse naturellement subsister ici une 
indétermination : on peut toujours multiplier X; par une quantité 
complexe de module unitaire, par exemple par exp. [if (a)]. 

Inutile de poursuivre. I] nous suffit d’avoir montré comment la 
eéométrie hermitienne peut étre édifiée d’une maniére toute sem- 
blable a la géométrie réelle abstraite. Du reste. l’arriére-plan analy- 
tique auquel il faut s’en référer pour s’assurer de la non-contradic- 
tion des axiornes est naturellement semblable également a celui que 
nous avons invoqué pour la géométrie abstraite réelle ; et cela pour 
N fini et pour JV infini. I] nous faut maintenant examiner une autre 
question. Nous avons dit que deux méthodes se présentaient pour le 
passage de la géométrie réelle abstraite & Ja géométrie complexe : 
une méthode abstraite, celle que nous venons de préciser, et une 
méthode constructive. Nous allons maintenant examiner la seconde. 
Au lieu de considérer la géométrie abstraite réelle comme un modéle 
pour la géométrie complexe, nous la prendrons comme un fonde- 
ment. I] ne s’agit plus de voir comment la modifier pour introduire 
les deux classes de vecteurs et l’opérateur ¢ : il nous faut plutét trai- 
ter la géométrie complexe comme une application de la géomeétrie 
réelle & certaines combinaisons spéciales, de maniére Q obtenir une 
notion constructive et non plus implicite de Popérateur <. Cette mé- 
thode est analogue a la méthode classique pour le traitement du 
symbole a + 6c: la différence tient en ceci qu’au lieu de tabler uni- 
quement sur lalgébre des quantités réelles (scalaires) nous tablons 
sur l’algébre et sur la géométrie réelle. 
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Observons d’abord que I’existence d’un objet formel construit 
correspondant a la géométrie complexe abstraite ne fait aucun 
doute : ja géométrie complexe analytique, dont la piéce principale 
est la forme bilinéaire d’Hermite, apporte précisément un tel objet. 
Mais qu’un objet satisfaisant a cette condition puisse étre présenté 
comme un calcul de vecteurs réels, c’est une question qui reléve de 
la théorie des groupes et que nous n’examinons pas préalablement. 
Nous faisons done une simple tentative. En fait nous obtiendrons 
bien l’objet cherché. 

Puisqu’un vecteur imaginaire est, analytiquement, un systéme de 
trois quantités complexes, il est tout indiqué d’essayer de le conce- 
voir comme un systeme de deux vecteurs réels. Mais comme il faut, 
d’autre part, envisager deux types de vecteurs imaginaires dés qu’il 
est question de produits, nous sommes assez paturellement amenés 
a penser qu’un vecteur imaginaire est un complexe de deux vec- 
teurs réels qui appartiennent, d’une part, respectivement aux deux 
classes j et i et d’autre part, simultanément, soit 4 la classe y, soit a 
la classe «. Symboliquement, un tel vecteur pourrait alors étre repré- 
senté par 


n (7 A+B) ou e(jC + 7D) 


ou nj, i, ¢j, et indiquent simplement, pour A, B,C, D, le rdle que ces 
vecteurs vont jouer dans le systéme de conventions constructives 
qui doit définir les vecteurs imaginaires. 

Nous avons reconnu que ce point de départ était exact et que l’on 
trouvait, pour le produit d’un vecteur imaginaire par un scalaire 
complexe et pour le produit scalaire (complexe) de deux vecteurs 
imaginaires, les régles constructives convenables (c’est-a-dire en har- 
monie avec les axiomes de la géométrie complexe abstraite) en trai- 
tant les expressions symboliques ja + 10, n(j A + iB), e(7 C + uD) 
comme sil s’agissait d’expressions algébriques (associativité et dis- 
tributivité) et en transformant les résultats d’aprés les conventions 
suivantes : 

fai, f= at Hi: 
y=, N=, Foye, w=— L €, 
auxquelles il faut joindre « 7 = 4 et la commutativité des symboles 


i, J, ¢, n avec les symboles tels que a, b, A, B, C, D. Les conventions 
en j et i sont celles des quantités complexes ordinaires (on pose géneé- 
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ralement j = 1) ; celles en 7 et ¢ concernent plus particuliérement le 
le calcul géométrique complexe. On peut poser 1 = 1, aussi bien que 
j = 1. La relation ¢ i = — i est caractéristique : elle rappelle pre- 
cisément la relation abstraite 4 laquelle devait satisfaire lopérateur 
e, savoir: ec X = ce X. Grace aux conditions qui précédent, les 
résultats se trouvent étre des expressions du type ja + 1b, 
n(J A+B), ej C+ 1D) : il faudra les interpréter symboliquement, 
c’est-a-dire comme des couples de quantités réelles ou de vecteurs 
réels. Appliquons la méthode au produit scalaire de deux vecteurs. 
imaginaires : nous obtenons la convention constructive 


Xl{eY=yn7A+UB)e(7 A+B) 
—j(AA' + BB’) + i(B A’— AB), 


a comparer avec la convention 
xy = (a+ ib) (a + 1b’) = ad — bb' + i (ba + ad), 


re ative au produit de grandeurs scalaires complexes. La commuta- 
tion des facteurs X et Y ou x et y revient a l’inversion des accents : 
on voit qu’elle n’a'tere pas le produit algébrique complexe mais 
qu’elle transforme la valeur du produit scalaire de deux vecteurs 
imaginaires en sa conjuguée complexe. Ainsi, l’objet que nous avons. 
construit satisfait précisément a la convention de Dirac : en géomé- 
trie abstraite, il était nécessaire d’introduire cette condition a cété 
des axiomes formés par analogie avec ceux de la géométrie réelle. 
Observons que la seconde convention supplémentaire de Drrac 
(X « X positif) découle également de la régle de multiplication ci- 
dessus : en faisant A = A’, B = B,, il reste en effet, dans le second 
membre, A? + 6%, qui est positif en géométrie euclidienne. On voit 
ainsi que le sens des limitations que Dirac introduit dans son calcul 
abstrait, comme des conditions supplémentaires : elles reviennent a. 
supposer que les vecteurs imaginaires sont des couples de vecteurs 
de la géométrie réelle et euclidienne. Notons, a cette occasion, que les 
géométries pseudo-euclidiennes (forme quadratique dont les coeffi- 
cients ne sont pas tous positifs) ne sont pas a proprement par'er des 
géométries complexes : elles n’introduisent que des grandeurs pure-. 
ment imaginaires et cette introduction méme est subordonnée au 
désir de continuer 4 présenter la forme quadratique réduite comme: 
une somme de carrés et & envisager les longueurs plutdt que leur: 
carré. 
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3. — LA REDUCTION A L’ORDRE SCALAIRE COMPLEXE. 


A un certain point de vue, logiquement le plus élevé, le formel 
construit précéde le formel abstrait : il en est unique fondement 
valable. L’existence méme d’un groupe abstrait n’est démontrée: 
que par son isomorphisme avec un groupe constructif, arithmétique, 
analytique. Toute définition implicite, caractérisant l’objet par ses 
seules propriétés, s’adosse 4 une définition constructive, explicite. 
En ce sens, la géométrie analytique précéde la géométrie pure. Le 
mouvement de la pensée est pourtant inverse en certains cas. Assez 
souvent, lidée généralisatrice nait sur le plan formel abstrait : la 
référence au constructif apparait alors comme une démarche secon- 
daire. Il arrive aussi que la science physique suggére elle-méme un 
schéme formel abstrait. C’est précisément ce que nous présente lhis- 
toire de la géométrie ; la science de l’espace s'est créé les schemes. 
abstraits nécessaires ; l’intuition spatiale paraissait démontrer a 
suffisance leur cohérence. La géométrie analytique eile-méme con- 
servait, a l’origine, pour ses fondeiments, l’intuition spatiale et les 
schémes abstraits corrélatifs : la base de l’édifice analytique ne 
devient proprement constructive qu’au moment ot lidée de con- 
gruence géométrique est mise en corrélation avec l’idée de groupe 
analytique. I] est sans doute permis d’affirmer que le domaine propre 
de la géométrie est sur le plan du formel abstrait, et que ce sont des 
problémes, pour elle non essentiels, qui la portent sur le plan du for- 
mel constructif, analytique. C’est pour cette raison que nous avons 
examiné d’abord du point de vue abstrait, implicite, symbolique, la 
généralisation infinidimensionnelle et la généralisation complexe 
hermitienne de la géométrie : nous nous sommes ainsi placés sur le 
terrzin de la géométrie pure. I] nous faut maintenant examiner, 
pour les généralisations en question, le passage de la géométrie pure 
4 la géométrie analytique. 

La représentation d’un vecteur A par une suite de nombres se pré- 
sente déja en géométrie affine : elle précéde la métricité. Son prin- 
cipe est le développement de A en une somme géométrique de vec- 
teurs respectivement dirigés suivant N vecteurs X; linéairement 
indépendants, et qui constituent une base. Cette base sert a la repré- 
sentation de tous les vecteurs et devient un repére. Les nombres re- 
présentatifs de A, appelés coordonnées du vecteur, sont les coeffi- 
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cients [A]; des X;. En géométrie complexe, il faut nécessairement 
envisager deux repéres, un pour les vecteurs du type 7, un autre 
pour les vecteurs du type ¢, puisque la somme géométrique con- 
cerne toujours des vecteurs de méme type. Notons que Vutilisation 
simultanée de deux repéres n’appartient pas exclusivement 4 la geéo- 
métrie complexe : la géométrie réelle métrique envisage des reperes 
réciproques, et il faut les employer constamment dans l’étude des 
espaces courbes. En fait, les deux repéres de la géométrie complexe 
sont généralement conjugués: on les déduit, un de l’autre, en 
appliquant l’opérateur ¢ 4 chaque vecteur fondamental. On a, dans ce 
cas, les deux développements géométriques 
A A 


siya x 








=X, eA=Xe 


z 





£, Bi 








fe Xi), 


Z 





(e.X;) = 2 |x 


: A 
oui le symbole| X 





note 4 la fois le vecteur représenté, la base et 
Z 


l’axe coordonné : les coordonnées des vecteurs A et ¢ A sont des 
quantités complexes conjuguées. En géométrie infinidimension- 
nelle, il faut envisager des sommes vectorielles infinies et des inté- 
grales vectorielles, des concepts dont la justification reléve, nous 
lavons dit, de Panalyse fonctionnelle. Dans le second cas, la suite 
des coordonnées devient continue et s’exprime par une fonction den- 
sitaire f (x) de indice continu 2, dont la différentielle figure sous le 
signe intégral. 

La représentation analytique d’un opérateur linéaire abstrait « 
découle de la représentation du vecteur « X;, o1 X; est un vecteur 
fondamental quelconque de la base. Dans le développement 


"y J |X | 


les coefficients des X; sont a la fois les coordonnées du vecteur « X; 
et les coordonnées de l’opérateur « Comme j varie aussi bien que i, 
de 1 4 N, ces derniéres forment une matrice. On convient de faire 
une colonne de toutes les coordonnées d’un méme vecteur « X; :1 
matrice représentative de « se note donc [«,}. Avec cette convention 
et a raison de la distributivité de ’opérateur a, le produit «® est 
représenté par le produit, des matrices de « et de 8. On a, de méme, 
pour U = J, la relation scalaire fondamentale 


eX; = % 





= > ei 








Be 
x|, xl, 
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ou les indices s’enchainent comme dans la multiplication des ma- 
trices. 

Cette relation est fondamentale, d’abord parce qu’elle permet 
d’écrire sous forme scalaire l’équation vectorielle « A — a A, qui est 
la base de la théorie des opérateurs linéaires. Elle Pest encore, a 
notre point de vue, pour cette raison qu’elle donne lieu A une généra- 
lisation purement analytique pour V infini, généralisation qui est 
le fondement de la représentation d’un opérateur « par une matrice 
infinie ou par une fonction de deux variables continues. Envisageons 
le second cas. Notons que expression f « (x,y) V (y) dy peut étre 
considérée comme le résultat de opérateur scalaire J « (x,y)... dya 
la fonction V (y) et que les opérateurs de ce type se composent 
comme les opérateurs linéaires de l’algébre, done de la méme ma- 
niére que les matrices se multiplient. Notons aussi que l’équation 
vectorielle « A =a A s’exprime ici analytiquement par une équa- 
tion intégrale linéaire de seconde espéce. 

Ces conceptions s’étendent immédiatement a la représentation 
d’un opérateur « de l’espace complexe. On obtient naturellement des 
représentations différentes a et « ;,selon que l’on utilise une base en 7, 
ou une base en «. A ce sujet, observons qu’en prenant le < du déve- 
loppement de « X;, les termes prennent la forme «, (¢ X,): la régle 
de commutation ¢ « = ae permettrait donc d’obtenir une représenta- 
tion de base ¢ faisant figurer oj, mais elle concernerait Vopérateur «. 
Du reste, nous sortirions ainsi de la géométrie affine prémétrique, 
puisque l’idée méme d’opérateur conjugué reléve, nous l’avons expli- 
qué, de la métricité. En fait, les relations entre les deux représenta- 
tions en ¢ et en 7 d’un opérateur de l’espace complexe n’apparaissent 
qu’avec la géométrie métrique, a laquelle nous arrivons maintenant. 

La représentation analytique du produit scalaire de deux vec- 
teurs A et B par une forme algébrique bilinéaire symétrique des 
coordonnées de A et de B résulte de ses propriétés axiomatiques de 
distributivité et commutativité. Les deux suites de variables sont les 
coordonnées des deux vecteurs ; les coefficients sont les produits 
scalaires X; X; des vecteurs fondamentaux. Cette forme bilinéaire 
est le fondement de la métricité en géométrie analytique. Elle ra- 
mene la science de l’espace métrique a l'étude de la structure d’un 
sous-groupe du groupe des transformations linéaires des SOORT Os 
nées, lequel caractérisait l’espace affine : ce sous-groupe est défini 
par la condition d’invariance de la forme bilinéaire fondamentale. 
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Au lieu d’un repére unique pour A et pour B, on peut aussi envisager 
des repéres distincts pour les deux facteurs vectoriels : les coeffi- 
cients de la forme bilinéaire sont alors des produits scalaires X; Y;.- 
Si les deux bases sont réciproques, la forme bilinéaire se réduit a 


=|X|.[¥|, ou 24's 


si les deux bases réciproques se confondent, leur orthogonalité 
mutuelle fait place a l’orthogonalité propre de la base unique, et la 
condition des produits unitaires, a celle des vecteurs fondamentaux 
unitaires. Les expressions ainsi réduites de la forme bilinéaire de 
métricité sont le point de départ habituel de la géométrie analy- 
tique cartésienne exposée méthodiquement du point de vue essen- 
tiel des groupes. 

La généralisation pour l’espace complexe est immédiate. Le pro- 
duit scalaire est ici encore, et pour la méme raison, représenté par 
une forme algébrique bilinéaire. L’analogie n’est pourtant pas com- 
pléte : la commutativité pure et simple du produit scalaire fait place, 
en géométrie complexe, a la régle de déplacement de ¢, que nous 
avons étudiée au paragraphe précédent. I] existe donc deux formes 
bilinéaires de métricité. L’une donne le produit A | « B: ses coeffi- 
cients sont X; | ¢ X; ;]’autre concerne A « | B et présente les coeffi- 
cients X; «| X;. Elles sont conjuguées. D’autre part, la forme bili- 
néaire n’est plus simplement symétrique : a raison de la régle de 
commutation, la matrice des coefficients présente la symétrie hermi- 
tienne : l’espace complexe métrique est essentiellement hermitien. 
Ces différences n’empéchent pas d’envisager, ici encore, l’expression 
réduite de la forme fondamentale au cas des repéres réciproques 
(X,;2¢ Y;=0,;) et au cas des repéres réciproques conjugués (X;¢ Xj= 
6,). Dans le premier cas, on aurait une théorie toute semblable a 
Panalyse vectorielle réelle, représentant les vecteurs et les tenseurs 
par des suites et des matrices covariantes et contravariantes. Dans 
le second cas, on n’a qu’une seule représentation, comme en géo- 
métrie réelle quand le repére est rectangulaire. Observons que la 
théorie analytique des espaces courbes introduit nécessairement 
les bases réciproques. Les physiciens sont donc venus aux repéres. 
obliques avec la théorie relativiste de la gravitation. Dans la phy- 
sique infinidimensionnelle de l’atome, on n’envisage que des sys- 
témes de vecteurs issus d’un méme point: on peut s’en tenir a la 
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représentation orthogonale normée (repéres réciproques conjugués). 
Les quantités complexes représentant un vecteur (ses coordonnées) 
sont alors précisément égales A la mesure des projections orthogo- 
nales de ce vecteur sur le repére de type opposé, ces projections 
étant définies, comme nous l’avons proposé précédemment, a l’aide 
du produit scalaire. 

Nous avons déja examiné la représentation d’un opérateur « par 
une matrice et observé que, sans la métricité, il ne s’établissait pas 
un lien entre les deux matrices représentatives [«,] et [o’;;], rela- 
tives a leurs repéres correspondants en 7, et en «. Voyons ici comment 
la métrique introduit une telle relation, dans le cas de deux reperes 
réciproques conjugués, disons simplement dans le cas d’une repré- 
sentation orthogonale. Le développement de « X ; qui donne, en géo- 
métrie réelle, la matrice représentative [a] de « vaut encore, en 
géométrie complexe, pour une base du type y. Multiplions par « X, 
nous obtenons la relation scalaire 


X;,E | aX;= ta; X; | eX, = Xbjy 


qui fournit les coordonnées de l’opérateur relativement au premier 
repére. On obtiendrait, de méme, 


pj = Ky | ae X, soit X;e| « X;, 


en vertu de la symétrie conventionnelle fondamentale. D’out 
4; = a, : une matrice représentative est donc la transposée de 
lautre. 

Nous en déduisons, pour U = « V, les deux représentations : 

Ur=%ayV, Ti =2V ia 
j j 

ou nous avons disposé les facteurs de maniére a enchainer les 
indices comme dans la multiplication des matrices. La seconde rela- 
tion est remarquable. Elle n’est pas identique a la conjuguée com- 
plexe de la premiére puisqu’on n’a pas, généralement, «; ey ae 
Reportons-nous a l’expression de «, A l’aide de « et aussi a la défi- 
nition des opérateurs conjugués : cette égalité équivaut a la eOug: 
tion « = «, par laquelle nous avons défini les opérateurs hermitiens. 
Ainsi, dans le cas d’un opérateur hermitien, les deux représenta- 
tions analytiques de l’opération «V se tirent, lune de Vautre, La 
le changement de v—1 en — \/— 1. Il existe donc ici une corré- 
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lation extrémement simple entre lidée des deux repéres géoms- 
triques et celle des deux égalités impliquées dans toute égalité 
analytique entre quantités complexes du type a + 01. 

En géométrie réelle, parmi les opérateurs non symétriques, on 
envisage en premier lieu les rotations : elles jouent, en géométrie 
analytique, un réle fondamental puisqu’elles définissent (composées 
avec les translations) le groupe des transformations dont les inva- 
riants ont une signification géométrique. De méme en géométrie 
hermitienne, parmi les opérateurs non hermitiens, il faut compter 
d’abord des opérateurs qu’il convient d’appeler, par analogie, des 
rotations. Ces rotations sont hermitiennes en ce sens qu’elles con- 
cernent l’espace hermitien mais non pas en tant qu’opérateurs de 
cet espace. Placons-nous au point de vue analytique des représen- 
tations orthogonales et normées (norme 1). Désignons par 7 la 
matrice représentative d’un opérateur et par T la matrice trans- 
posée (échange des deux indices z et 7) : si la matrice 7 T est dia- 
gonale et unitaire, et alors seulement, 7 est une rotation. En géo- 
métrie hermitienne, la rotation est semblablement définie analy- 


tiquement par 7 7 = [1], soit, en décomposant, par un systéme 
de relations en 6,;. La méme rotation 7 appliquée a tous les vec- 
teurs fondamentaux X; du repére engendre un second repére, 
également orthogonal et normé, Y : les éléments de la matrice sont 
alors de Ja forme X; |e Y; ou X;¢| Y;. C’est A raison de leur 
role possible, que ces produits scalaires sont parfois appelés des 
coefficients de transformation alors méme qu’il n’est pas question 
de transformation analytique (changement de repére). Si N est 
infini et si un repére est formé d’une suite continue de vecteurs, 
ces coefficients font place a des fonctions de transformation. 


SBE 


CHAPITRE II 


L'utilisation quantique de l'espace hermitien. 


4. — ENSEMBLE DYNAMIQUE ET AXE DES PROBABILITES. 


Les éléments constitutifs d’un systéme physique traitable par la 
mécanique sont des opérateurs linéaires d’un espace infinidimen- 
sionnel hermitien. De plus, les opérateurs sont eux-mémes hermi- 
tiens : abstraitement, ils jouissent d’une pseudo-symétrie analogue 
a celle du produit scalaire de deux vecteurs imaginaires ; analyti- 
quement, ils sont représentés par des matrices complexes pseudo- 
symétriques analogues a la matrice de la forme algébrique 
bilinéaire fondamentale de métricité. Nous les appellerons les 
grandeurs quantiques du systeme. A raison de ce caractére hermi- 
tien, les valeurs propres d’une grandeur quantique sont réelles ; 
elles représentent, physiquement, les valeurs possibles d’une gran- 
deur scalaire correspondant a la grandeur quantique. 

Nous allons maintenant preciser lidée d’ensemble dynamique 
de grandeurs quantiques en examinant successivement ses carac- 
téres. D’abord, un tel ensemble contient généralement 3 n gran- 
deurs quantiques. Le nombre 3 indique ici la correspondance de 
chaque grandeur avec un axe d’un repére de |’espace tridimension- 
nel ordinaire. Du moins, Jes grandeurs quantiques d’un ensemble 
dynamique doivent présente: une invariance euclidienne tridi- 
mensionnelle (dans la mécanique quantique relativiste de ]’électron 
unique, cette invariance fait place a l’invariance quadridimension- 
nelle). Parmi les ensembles dynamiques de grandeurs quantiques, 
notons les 3 n grandeurs que l’on nomme coordonnées, et aussi les 
3 n impulsions : ces grandeurs ne correspondent généralement pas 
a des coordonnées et des impulsions cinématiques ; la correspon- 
dance aux trois axes d’un repére tridimensionnel est ici évidente. 
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Ajoutons que Il’opérateur-énergie H dont les valeurs propres 
W, sont bien des énergies au sens ordinaire, appartient, lui aussi, 
& un ensemble dynamique d’opérateurs. 

D’autre part, les grandeurs quantiques d’un méme ensemble 
dynamique sont des opérateurs permutables. Cette commutativité 
« B = Ba de deux opérateurs est étroitement liée a lPidée de direc- 
tions principales communes A « et & 8. Nous ne pouvons pas affir- 
mer que les opérateurs commutatifs « ef @ ont absolument le méme 
systéme de directions principales mais seulement ceci: les directions 
principales communes constituent, au point de vue de la géométrie 
infinidimensionnelle, un systéme complet, une base. Un vecteur 
quelconque peut donc étre décomposé selon la base commune ; ana- 
lytiquement, un vecteur peut étre représenté par ses coordonnées 
relatives a ce repére. Inversement, la possibilité de représenter un 
vecteur arbitraire relativement aux directions principales com- 
munes a plusieurs grandeurs quantiques implique la commutativité 
de celles-ci. 

L’ensemble dynamique de grandeurs quantiques doit encore satis- 
faire & une autre condition. Envisageons un vecteur principal normé 
commun V : il lui correspond pour chaque grandeur quantique «, 
6... de ensemble, une valeur propre a;, b;... Il existe done une 
correspondance univogque allant d’un vecteur principal normé 
commun 4 un ensemble de valeurs propres. La condition que nous 
visons consiste alors en ceci que cette correspondance univoque 
est supposée réciproque : V (a;, b;...) est unique. Plus précisément, 
la condition est un peu plus restrictive et se décompose comme 
suit : aucune grandeur quantique de l’ensemble n’est (comme opé- 
rateur) fonction des autres; aucune grandeur extérieure n’est a la 
fois permutable avec les grandeurs de l’ensemble et inexprimable 
en fonction de celles-ci. L’ensemble dynamique de grandeurs quan- 
tiques est, en ce sens, un ensemble complet d’opérateurs. 

Concernant la conception des ensembles dynamiques de gran- 
deurs quantiques, on ajoute aussi la condition qwils sont deux a 
deux, canoniquement conjugués. On admet qu’A un ensemble corres- 
pond un autre ensemble et qu’a chaque grandeur du premier cor- 
respond une grandeur du second. Et inversement. La condition ici 
visée et qu’on nomme la condition quantique est une certaine régle 
de commutation concernant deux grandeurs correspondantes. Cette 
condition n’a pas le caractére fondamental des conditions qui pré- 
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cédent : elle ne figure pas, en effet, dans les axiomes statistiques. 
Les grandeurs conjuguées possédent bien des propriétés statistiques 
spéciales et qui sont extrémement remarquables ; mais ces proprié- 
tés dérivent de leur définition algébrique, une fois admis les prin- 
cipes généraux. Nous allons maintenant examiner, du point de vue 
de la géométrie infinidimensionnelle hermitienne abstraite, le fonde- 
ment statistique de la mécanique quantique : nous pouvons, dans 
cette question, laisser entiérement de cdté la condition quantique. 

Le principe statistique concerne deux ensembles dynamiques, 
e’est-a-dire deux ensembles satisfaisant aux conditions essentielles 
que nous venons d’examiner, savoir : premiérement, les grandeurs 
d’un ensemble sont permutables ; en second lieu, elles forment un 
ensemble complet d’opérateurs. Nous appellerons état a; d’une 
grandeur quantique «, la valeur propre a; de «, considérée comme 
événement ; de méme I|’état a;, b;... dun ensemble dynamique «x, B... 
est l’événement amenant l’ensemble de valeurs propres a;,, 0j..., 
une pour chaque grandeur quantique. Comme il existe une relation 
univoque et réciproque entre l’état de l’ensemble et un vecteur 
principal normé commun, l'état de l'ensemble peut étre représenté 
par ce vecteur. On suppose alors pow Jes deux vecteurs représentant 
létat des deux ensembles, des conditions différentes : pour le pre- 
mier vecteur, on considére uniquement la statistique de ses posi- 
tions, dans un intervalle de temps par exemple ; pour le second, 
on envisage sa position méme. On exprime généralement cette 
supposition en disant que l’on examine la probabilité d’un état 
du premier ensemble dans le cas d’un état certain du second. 

Plus généralement, au lieu de ces deux ensembles dynamiques 
avec leur repére et leurs états, il y a, d’un cété, l’état a; d’une simple 
grandeur quantique quelconque « et de l’autre, un vecteur uni- 
taire Q qui n’est pas nécessairement un vecteur fondamental du 
repéere associé a un ensemble dynamique. La coincidence du vec- 
teur Q avec un tel vecteur fondamental indique précisément la 
réalisation certaine de l’état correspondant : elle est seulement un 
cas particulier. Jl s’introduit done un vecteur nouveau, 2, qui régit 
le poids statistique des valeurs propres d’une grandeur quantique 
quelconque du systéme physique. Nous proposons d’appeler ce vecteur 
unitaire Q de Vespace infinidimensionnel hermitien, Vaxe des pro- 
babilités du systéme. 

Cela posé, l’énoncé du principe statistique est extrémement sim- 
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ple. Considérons le nombre statistique P (a,) des apparitions de 
l’état a; de la grandeur quantique «. On al’axiome unique suivant : 
x P (a;) af Ovetens, 
relation dont Je premier membre peut étre appelé valeur moyenne 
de a ou de «. Décomposons Q et <Q suivant les deux systémes de ° 
vecteurs principaux A; et eA, de a, systémes orthogonaux a raison 
de son caractére hermitien, et de plus supposés normés : de l’axiome 
précédent on déduit : 


P (ai) = (Ai | Q) (Ase |) =| Ai] 2 O[? 


relation qui égale la fréquence d’un état a, de « au carré du module 
de l'une ou l’autre des deux projections orthogonales hermitiennes de 
Q sur Aj. Si la direction de Q ne peat que coincider avec l’un ou 
lautre des vecteurs fondamentaux R; du repére attaché a un en- 
semble dynamique de grandeurs quantiques p, les produits sca- 
laires sont du type A; e R; ; il3 sont précisément les coefficients de 
transformation relatifs aux repéres A et R. 

La généralisation pour le cas d’une série continue de valeurs pro- 
pres, soit du cété de a, soit du cété de Q, est en rapport avec la 
généralisation de l’idée de norme ; l’événement ne concerne plus 
alors une valeur propre mais plutét un petit intervaJle de varia- 
tion des valeurs propres ; la relation S P? (a;) = 1 est maintenue 
autant qu’il est possible. S’'ul y a continuité du coté du repére (a, 
g...), les suites de coefficients de transformation font place a des 
fonctions de transformation (a, b,...). On appelle ces fonctions 
des ondes de probabilités ; le terme d’ondes est ici justifié par le 
fait que la fonction , est généralement une fonction continue du 
temps ¢ et de 3 n variables a, b..., analogues 4 des coordonnées car- 
tésiennes. Les ondes de probabilités se propagent dans un espace 
de configuration 4 3 n dimensions, ot n peut étre infini ; lorsque 
n = 1, il devient possible que les ondes s’étendent dans l’espace 
ordinaire. 

Supposons maintenant qu’il ne s’agisse que de savoir si une pro- 
babilité est nulle ou non nulle. Il est alors inutile d’envisager le 
carré du module : on peut s’en référer directement A (Q | ¢Ai); 
considérons Ja décomposition géométrique 


Q =2(Q|e A.) Ai 
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de axe des probabilités suivant les vecteurs principaux normés de 
A;. Envisageons des positions Q,, Q, et Q; = ¢, Q, + Ge itd, de 
Vaxe, done trois états certains. Si Pon a, pour telle valeur, 7 par 
exemple, de l’indice 1, Q, | ¢ A 0, on aura, en vertu de la linéa- 
rité, soit Q, | ¢« A; 0 soit Q, | «A; 0, soit les deux relations a 
la fois. Vu la signification statistique de ces inégalités, nous avons 
donc la proposition suivante : si un état a; de « peut apparaitre 
quand l’axe des probabilités prend la direction Q;, il apparaitra, 
avec quelque probabilité non nulle, soit quand Q coincide avec Q,, 
soit quand il coincide avec Q,, soit dans les deux cas a la fois. 
L’axe des probabilités peut toujours étre décomposé en une infinité 
d’axes tels que Q,, {2,..., pour lesquels la proposition subsiste. 

Cette proposition découle de l’axiome statistique : elle est loin 
de lui étre équivalente puisqu’elle concerne la discrimination des 
probabilités nulles et non nulles, et absolument pas la valeur des 
probabilités non nulles. Elle est pourtant fondamentale 4 un certain 
point de vue. Elle fait intervenir l’idée de grandeur quantique, celle 
d’état d’une grandeur, celle d’axe des probabilités. Elle peut servir 
de point de départ pour un exposé symbolique de la mécanique quan- 
tigue, ne comportant pas de préambule géométrique concernant Ves- 
pace infinidimensionnel hermitien, mais introduisant des axiomes 
équivalents 4 propos de symboles ayant un sens physique déterminé. 
Un tel exposé nous est présenté par Dirac dans son ouvrage capital 
sur les Principes de la mécanique des quanta. I] ne s’agit pas ici de 
vecteurs, d’opérateurs linéaires ou tenseurs au sens purement géo- 
métrique, mais d’états }, d’observables «, de résultat a. La proposi- 
tion en question s’appelle alors le principe de la superposition des 
états, principe qui est proposé avant toute axiomatique d’ordre 
géométrique ; c’est aux notions que ce principe met en ceuvre que 
se rapportent précisément les conventions de calcul qui tiennent 
lieu de cette axiomatique. En ce sens, Dirac peut affirmer que ce 
principe « constitue la base de la mécanique quantique ». 


5. — La DERIVATION QUANTIQUE. 
A cété des conditions d’invariance euclidienne, de commutation 


et d’indépendance qui caractérisent un ensemble dynamique de 
grandeurs quantiques «1, %... %3n; la physique des quanta envisage 
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une condition concernant l’association de deux ensembles dyna- 
miques «,... et P,..., et qui s’exprime généralement par 


nak 


By %s —— as By = — Ors, 
QTL 





relation découverte par HEISENBERG et appelée par lui « condition 
quantique ». Elle apparut d’abord dans le champ des applications 
du « principe de correspondance » de Bour, et dans la suite, elle fut 
rattachée, notamment par Dirac, a un autre principe analogique 
reliant également la théorie des quanta 4 la dynamique classique 
de LaGcranGE, Poisson et Hamitton. Nous voudrions ici présenter 
la condition quantique sans aucun appel aux analogies d’ordre 
physique. Plus précisément nous ferons voir qu’elle équivaut a 
Vintroduction du coefficient réel h' = h 2x devant un opérateur 
hermitien qui s’associe 4 un opérateur hermitien donné aussi natu- 
rellement que la dérivée 4 une fonction d’une variable. 

Nous atteindrens notre but en examinant successivement les 
points suivants. Premiérement, étant donné un opérateur hermi- 
tien « dont les valeurs propres forment une suite continue, on peut 
définir, sous réserve d’une certaine indétermination, un opéra- 
teur 0/d«. Second point : la définition reste valable pour les 
opérateurs d’un ensemble dynamique de grandeurs quantiques ; 
plus précisément, l’indétermination n’est pas accrue. Troisiéme 
point : Popérateur 0 /d« n’est pas hermitien mais le devient, une 
fois multiplié par z ; lopérateur i2,/d« peut donc étre appelé la 
dérivée hermitienne relative a «. Dernier point : lorsqu’elle apparait 
dans une équation de mécanique quantique, la dérivée hermitienne 
est toujours affectée du coefficient réel —h /2x, ot h est la constante 
de Planck. C’est la, selon nous, l’expression la plus essentielle de la 
« condition quantique ». Nous proposons d’appeler dérivée quantique 
le produit de la dérivée hermitienne par ce coefficient. D’autre part, 
une certaine dérivée relative au temps, 2X _/d¢ est toujours précédée 
du facteur — ih_/2 7 : nous verrons, au paragraphe suivant, que 
la situation est, sur ce point, toute pareille. En somme, la constante 
h des équations de la physique des quanta résulte uniquement, en 
principe, des dérivations quantiques : dérivations relatives d une gran- 
deur quantique et dérivations temporaneées. 

Pour achever de caractériser ce point de vue, notons qu’il est 
trés proche de celui de la mécanique ondulatoire de Louis pE Bro- 
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GLIE et ScuOpiNGER. La condition quantique s’efface, dans les deux 
cas, de la méme maniére. Nous n’avons plus ici une relation de 
commutation, constituant un principe indépendant. Malegré les 
nombreuses analogies et interprétations physiques, cette relation 
restait étrange. Le principe de correspondance, sous sa forme essen- 
tielle (passage de la dérivation relative aux moments normaux, 
a/odJ, a des différences finies), avait donné, dans la théorie de la 
dispersion, une formule qui en était un cas particulier (KuHN et 
Tuomas, indépendamment) ; il avait indiqué, ensuite, 4 Hrtsen- 
BERG, dés son premier mémoire sur le calcul nouveau des grandeurs 
quantiques, la relation générale ; il avait permis d’interpréter cette 
relation comme une condition évidente relative 4 la dispersion des 
ondes de fréquence infinie (Kramers). D’autre part, Dirac avait 
signalé l’analogie de la condition avec les équations de la dynamique 
classique concernant les « crochets » de Potsson. La régle de commu- 
tation, malgré les efforts de cette sorte, demeurait obscure. Toute 
la lumiére se fit dés que ScHRODINGER et PAuLi eurent découvert 
Je lien qui unissait la mécanique quantigue et la mécanique ondu- 
latoire, qui, une et l’autre, avaient poursuivi, mais dans des voies 
différentes, l’analogie avec la dynamique classique. La condition 
quantique, comme régle de commutation, était mise en rapport avec 


Pidentité 
0 d. 
(= L—2Z =) f=, 
OX ox 


ou x est une variable réelle et f une fonction dérivable quelconque. 
Il convenait done de développer la théorie des opérateurs linéaires 
de l’espace infinidimensionnel hermitien, du cdété de la dérivation 
des coordonnées X (a) d’un vecteur rapporté aux vecteurs prin- 
cipaux A d’un opérateur «. D’ou la théorie de l’opérateur 3/70, 
élaborée par Dirac. 

Soit « un opérateur linéaire hermitien dont les valeurs propres a 
parcourent tout le domaine continu des nombres réels, et X un 
vecteur quelconque du type 4. Envisageons les coordonnées X (a) 
de X relativement au systéme des vecteurs principaux normés A 
(du type n) de «. Le vecteur de coordonnées 2 X (a) 72 a peut étre 
considéré comme le produit d’un opérateur par le vecteur X. 
Or, en vertu des propriétés fondamentales de la dérivation, notam- 
ment son caractére distributif, cet operateur satisfait aux axlomes 
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de la géométrie abstraite concernant les opérateurs linéaires : il est 
un opérateur linéaire au sens géométrique, un tenseur. Cet opéra- 
teur dépend uniquement de «: il est naturel de le désigner par 
a/da. Plus précisément, il dépend du systéme normé A ; et comme 
ce systéme n’est pas absolument déterminé par la normalisation: 
comme il est toujours permis de multiplier chacun des vecteurs 
principaux par un facteur de module unitaire, soit par exp. [if (a)], 
il existe une indétermination corrélative pour 0/d« ; en fait, elle 
s’exprime par l’addition du terme 7 df //da. 

Une telle définition de 0,/d« n’est pas une définition construc- 
tive. Encore qu’elle utilise la dérivation ordinaire, qui est bien une 
conception constructive, arithmétique, analytique, elle ne cons- 
truit pas son objet : elle en donne la propriété essentielle. Elle n’est 
donc pas logiguement comparable, par exemple, a la définition 
de Ja dérivation ordinaire. I] faut plutét la comparer a la définition 
implicite d’une intégrale comme fonction primitive ; le terme com- 
plémentaire d’indétermination évoque du reste la comparaison. 
Ajoutons que lutilisation des matrices représentatives ne nous 
conduit pas encore, dans le cas présent, 4 un point de vue cons- 
tructif. En effet, le repére est ici une suite continue de vecteurs : 
dans ce cas, la décomposition d’un vecteur fondamental suivant 
le systéme continu des vecteurs fondamentaux du repére présente, 
au lieu des coordonnées 6,, les fonctions ¢(a’—a") de Dirac, 
qui sont purement abstraites, purement symboliques. Or les élé- 
ments de la matrice représentant l’opérateur « relativement a ses 
propres axes ont précisément pour expression a’ 4 (a’ — a"). Nous 
restons donc dans l’abstrait. A plus forte raison, il ne peut étre 
question que d’une matrice symbolique si l’on tente de représenter 
Popérateur 0//d«. En fait, toujours pour le repére constitué par 
les vecteurs principaux A de « ; cette matrice peut s’écrire & (a! — 
a’), ou la fonction symbolique ¢’ (x) est définie implicitement par 
des relations qui autorisent 4 Ja considérer comme la dérivée de 
6 (x). En d’autres termes, l’intégrale représentative fondamentale 
du produit d’un opérateur quelconque y par un vecteur quelconque 
X, soit fy (a, a") X (a") da’, est égale a 2X (a’) / oa si y (a a’) 
devient 0’ (a — a") et sous les conditions qui définissent 5 et O, 
de méme qu’elle est égale 4 a’ X (a’) si y (a’, a") est remplacé par 
a’ 6 (a — a’) et sous les conditions qui définissent 5. 

Les propriétés de lopérateur 2//d« se déduisent de l'une ou 
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Yautre des deux définitions implicites de l’opérateur, par 0X //da 
ou par 0’ (a — a"). Elles sont naturellement analogues a celles 


de la dérivation ordinaire. Notons la relation 


semblable a Videntité en x et 3,/0z, rappelée plus haut. 

Les notions qui précédent concernent un opérateur isolé. Pour 
les étendre A un ensemble o, «5...« , de grandeurs quantiques, 
ensemble possédant les caractéres étudiés au paragraphe précédent, 
il faut nécessairement prendre le repére défini par les directions 
principales communes. Vu les caractéres en question, il existe une 
correspondance univoque et réciproque entre les états de l’ensemble 
(caractérisés par 3 n valeurs propres) et les vecteurs du repére. Les 
coordonnées d’un vecteur quelconque X sont donc maintenant des 
fonctions X (a,, ag ... dg.) de 3 n variables. On définit 3 X /da, 
par ses coordonnées 2X (a;, dy...) /0a,. Le terme d’indétermina- 
tion conserve la méme forme 7/, mais f est une fonction des 3 n 
variables a,. Les matrices représentant «, et 0,/d«, sont toujours 
formées avec les fonctions symboliques 6 et 6’: la dépendance de ces 
matrices vis-a-vis des variables a, (sr) s’exprime par un produit 
de 3 n —1 facteurs 6 (a’, — a’;). Que lon parte de la définition 
premiére ou des matrices représentatives, on trouve 

o 0 o o 0 o 


7) Os -— &, —— = Os. 
da, da, Oa, Oa, ‘ da, ; > da, 7 


—— ree ee 





Venons maintenant su troisiéme point : l’opportunité géomé- 
trique d’envisager l’opérateur + i2//da. L’opérateur « est hermi- 
tien : nous allons faire voir que 2,/d« ne l’est pas mais qu’il suffit 
de le multiplier par + i pour le rendre tel. Le plus simple est de nous 
reporter & la représentation matricielle relative au repere formé 
des vecteurs principaux A de «. Ici, le caractére hermitien de « 
s’exprime par la réalité des éléments a’ 6 (a’ — a") de la matrice, 
qui est une sorte de matrice diagonale généralisée. Les éléments de 
la matrice représentant 2//d« sont réels, eux aussi, mais il ne s’agit 
plus de la représentation d’un opérateur relative a ses propres axes ; 
la matrice n’est plus diagonale. La fonction 8(x) est supposée syme- 
trique : il convient d’admettre que 6 (x) est antisymétrique. Ainsi 
sees a’), 


/ 


3/ (a’ — a") n’est pas une matrice hermitienne ; mais 1 0’ (a 
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qui est purement imaginaire, possede la symétrie hermitienne. 
Comme cette symétrie est invariante pour les rotations complexes, 
Popérateur lui-méme, i2//da, est hermitien. 

Avec les dérivés ainsi affectées du facteur i, et que nous appelons 
dérivées hermitiennes, la relation de commutation’ devient 


: 3 to Nf 
U a; — & {| L = 10rs5 
Ody On, 


relation a laquelle il faut joindre la permutabilité pure et simple 
des dérivées. Le caractére hermitien de l’opérateur se révéle ici 
dans l’imaginaire du second membre. On tire, en effet, de la régle 








Fy = 7 £, soit, si — et » sont hermitiens, dela régle §y = 7 &, la 
relation 


n&§—En=n— En, 
dont le second membre est visiblement de la nature d’une imaginaire 
pure. 

Comparée a Ja « condition quantique » la relation de commutation 
des i2 /da, et des «, prouve que les grandeurs quantiques 8, cano- 
niquement conjuguées des «a, ne sont pas autre chose que les dérivées 
hermitiennes 10/d«, affectées du coefficient réel — h /2zx. L’indé- 
termination essentielle de 10,/d«,, qui s’exprime par un terme com- 
plémentaire réel of (a,, cy...) /0«, mintervient pas essentiellement. 
ici, Mais uniquement dans le fait que les créateurs de la mécanique 
quantique et de la mécanique ondulatoire ont levé naturellement, 
Pindétermination des grandeurs conjuguées 8, et corrélativement 
celle des vecteurs principaux communs des «, A raison méme de la 
Voie ou ils s’étaient engagés. 

Les grandeurs quantiques canoniquement conjuguées jouissent 
d’une propriété statistique remarquable. En effet, les produits 
scalaires de deux vecteurs principaux tels que A (a, a...) et 
B (4, 0',...), appartenant respectivement aux deux repéres com- 
muns des ensembles dynamiques canoniquement conjugués «,. 


Hy... eb By, By..., et qui sont du type A | «B ou A « | B sont donnés 
par expression 


hy 64 SeTamt (aly bi, holy b'y. foes) 7B 8 


si axe des probabilités est dirigé suivant A (a’;, a’s...), la proba- 
bilité relative d’un état b',, b',... de l'ensemble 8,, By... est donnée: 
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par le carré du module de cette expression, soit par h-": elle est donc 
pareille pour tous les états de l’ensemble des 8. 

Terminons ces considérations sur la dérivation quantique en 
signalant la relation 


2 ri r(y 2 = (220) 
ou 


ere 
Bi (aye B(x) Bea Gh (=), 
ou Ja parenthése aux seconds membres indique la simple dérivation 
analytique de la fonction entiére F de « (par opposition a la dériva- 


tion - F (a), ob 2/d« s’applique A un vecteur F («) X). Pour 


F (a) = exp. [ic a], elle donne la régle de commutation 
ae: 1d 
ou 
ee B = (8 — ch’) eica, 
soit 
Ye B = (8B — ch’) y. 


en posant y. = exp. [ic «j. La derniére formule peut remplacer 
la condition quantique. Elle conserve un sens méme lorsque y, ne 
peut plus positivement se mettre sous la forme exponentielle: elle 
définit alors une condition quantique généralisée. Cette circonstance 
se présente, par exemple, pour un opérateur vy dont les valeurs propres 
nforment la suite des entiers: i2//dv n’a évidemment pas de sens 
puisque la variable n n’est pas continue ; mais la relation p taiey ee 
exp. [12,/0n]. o (n) = 9 (n + 1) tirée du développement = i 
de l’exponentielle avec substitution des ordres de dérivation aux 
puissances, donne un sens a exp.|i2,/dn]. On utilise notamment des 
grandeurs conjuguées généralisées telle’ que y, et 6, dans la théorie 
du vibrateur harmonique (§ est le moment normal J : l’analogue 
quantique de la variable angulaire w n’existe pas). On les utilise: 
aussi dans la théorie de la double quantification et dans celle de: 
V’interaction de l’atome et des radiations. 
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6. — LA DERIVATION TEMPORANEE QUANTIQUE. 


Nous allons maintenant envisager un caractére supplémentaire 
des grandeurs quantiques et de l’axe des probabilités : leur dépen- 
dance vis-a-vis du temps ¢. Pour simplifier sans rien omettre d’es- 
sentiel A la question présente, au lieu d’un ensemble dynamique, 
envisageons seulement une grandeur quantique «, ses vecteurs 
principaux A et ses valeurs propres a. Nous avons ici des valeurs 
propres a (t) et des vecteurs correspondants A (t). Ces derniers 
sont supposés normés ; de plus, le facteur de phase qui les affecte 
et qui est une fonction de a (t) est supposé ne pas dépendre autre- 
ment de ¢. Envisageons alors un vecteur X et ses coordonnées rela- 
tives au repére A (¢), qui forment une suite continue X (a). 
D’une maniére générale, ces coordonnées sont définies par une 
fonction f (a, t) : elles sont une fonction explicite de t. Nous avons 
déja envisegé l’opérateur 2/d«; formé a l’aide de 1X /da; ; la 
présence du parameéetre ¢ ne change rien 4 cette notion. Examinons 
parallélement l’opérateur obtenu de la méme maniére a partir de 
of (a, t) Zot. 

Si, au lieu de « (¢), nous avions adopté un autre opérateur & (t) 
ou ¢ a la méme valeur et un repére = (t) défini avec les mémes 
réserves touchant ja phase, nous aurions obtenu, pour les coor- 
données de X, une autre fonction g (x, t), mais un opérateur D5 
rigoureusement identique 4 D*. En effet, la rotation hermitienne 
qui permet de passer d’un repére a l’autre dépend des a; et des 2, 
mais non pas explicitement de t. Cette rotation transforme les coor- 
données f (a, ¢) du vecteur X en g (a, t): elle transforme de méme 
les coordonnées du vecteur D«X, soit of /ot en og JS ot qui sont 
précisément les coordonnées de D?X. L’objet identique défini par 
D*, ou par Di peut donc étre noté D,. Corrélativement, les représen- 
tations f (a, t) et g (a, t) de X indiquent la méme dépendance 
X (t) de X vis-a-vis de t. Nous appellerons DX la dérivée temporanée 
de X. 

Nous allons maintenant examiner l’opérateur D sous le rapport 
de la symétrie et constater que iD est hermitien et non pas D, 
Outre la dérivation temporanée hermitienne iD, nous introduirons 
alors la dérivation temporanée quantique — ih! D, et nous indiquerons 
son rdle : la formation de l’équation 
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ADO HT (a,, y+ 8, 6, 31) O = 0, 


qui est l’équation fondamentale de la mécanique quantique, sous la 
forme dune relation vectorielle de l’espace infinidimensionnel hermi- 
tien. 

Le caractére hermitien de l’opérateur s’exprime par la relation 


Ye[iDX=Xe|iDy, 


qui découle, allons-nous voir, des propriétés de l’opérateur D., 
corrélatif de D, pour les vecteurs du type <X. L’opérateur D peut 
s’appliquer a un vecteur ¢X mais il ne donne pas le méme résultat 
que l’opérateur D, défini a l’aide de ¢X comme D 4a Il’aide de X. 
Entre D et D., on a d’abord la relation immédiate D; =X = <-DX. 
Mais une seconde relation entre D et D: peut étre tirée de la cons- 
tance du produit scalaire Xe X. On a, par cette voie, 


D (XeX) = D, eX | X+ Xe| DX = 0, 
ou, en vertu de légalité 
Xe|DX=X | De X, 


qui exprime, pour D, ce que nous avons appelé la symétrie fonda- 
mentale de tout opérateur linéaire, De X = — D-< X. Des deux 
relations,on tire « DX = — De X, qui concerne uniquement |’opé- 
rateur D. Ce principe commutatif, joint aux principes commutatifs 
généraux, donne 


YeliDX=X|iDe Y=—X[ieDY 
eet DY = Xe i DY: 


d’ot la condition hermitienne ci-dessus. Observons que la régle 
de commutation est pareille pour ¢2//d«. On peut ici la tirer du 
caractére hermitien de i0,/da, qui se déduit de l’antisymétrie de 
la matrice originelle, 8 (a’ — a"), de Popérateur 0//0«. 
L’analogie entre D et 3/2 s’étend au domaine propre de la 
mécanique quantique : comme la dérivée hermitienne 10/02, 
la dérivée temporanée hermitienne iD est toujours affectée du facteur 
réel —h /2n. Elle figure ainsi dans Péquation fondamentale de la 
mécanique quantique — th’ D + H = 0. L’opérateur H est Phamil- 
tonien du systéme physique. Il est une expression formée avec un 
ensemble dynamique «, %) ... et aussi, généralement, avec l’en- 
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semble canoniquement conjugué ;, B2-... La relation entre les deux 
ensembles peut répondre exactement a la définition des ~ par 
— ih’) /du. Elle peut aussi se présenter sous la forme d’une rela- 
tion commutative autre que celle qui dérive positivement de cette 
définition. Nous en avons donné un exemple. Dans tous les cas, 
la constante h se présente nécessairement ici comme devant 1D. 
D’autre part, vu l’équation méme, H doit étre hermitien. C’est 
pourquoi un produit ; de deux grandeurs quantiques y figure 
toujours accompagné du produit 7§ pris avec le méme signe : |’ex- 
pression &% + 7 est essentiellement hermitienne. Maintenant, les 
opérateurs H et — th'D concernent un vecteur X, qui est l’inconnue 
de l’équation fondamentale : ce vecteur est précisément l’axe Q. 
Ainsi, l’équation fondamentale détermine le mouvement de l’axe 
des probabilités. 

Généralement, l’hamiltonien dépend explicitement de ¢t : l’ab- 
sence exceptionnelle de ¢ donne lieu a des faits remarquables. Les 
projections x (a,, a2... ; t) du vecteur X sur le repére défini par 
ensemble dynamique «,, «,... prennent la forme & (d,, dz...) exp. 
[—2x1Wt /h], 0 W est une constante réelle. L’équation fondamen- 
tale devient, aprés substitution, HX, — WX, = 0, qui est pré- 
cisément |’équation des valeurs propres de H. Ces valeurs propres 
sont constantes. On peut convenir, ici, que les vecteurs principaux 
de Vhamiltonien définissent des directions absolument fixes del espace 
infinidimensionnel et que le vecteur X, qui figure généralement 
Paxe Q des probabilités, est absolument fixe. Comme il existe un 
ensemble dynamique y;, y2 ... de grandeurs quantiques absolument 
fixes (dont H est une fonction), nous avons un repére tout désigné 
pour l’étude de l’équation vectorielle fondamentale de la mécanique 
quantique. Les coordonnées de X présentent, ici encore, le facteur 
exponentiel en Wz : il convient naturellement d’utiliser le facteur 
arbitraire de phase (des représentations en général) pour faire 
disparaitre ce facteur exponentiel et obtenir pour X des coordon- 
nées constantes. Or ce changement en implique un autre, qui con- 
cerne la matrice représentative d’un opérateur quelconque. En 
général, les matrices représentent des opérateurs pris au méme 
instant ; elles ne dépendent pas explicitement de t : dans le cas 
présent, les éléments contiennent le facteur hermitien exp, [2 
(W,— W,) t/h]. 

Nous retrouvons ainsi les matrices d’Hrtsenperc, qui furent la 
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premiére représentation matricielle des grandeurs quantiques. Le 
facteur hermitien répond justement aux fréquences du rayonne- 
ment de l’atome. Cette circonstance a joué un réle important dans 
la découverte de la mécanique quantique. On a cru, d’abord, que les 
3 n opérateurs-coordonnées représentaient (au facteur e prés) des 
moments électriques : la vibration d’électrons de charge e était, 
pensait-on, la cause des radiations émises ou absorbées. Les éléments 
matriciels des coordonnées donnaient assez exactement les inten- 
sités en méme temps que les fréquences. La mécanique quantique 
n’admet plus cette conception de |’émission : elle utilise, pour 
l’émission, l’absorption et la diffusion des radiations lumineuses par 
l’atome, l’hamiltonien de Dirac. A cété des 3 n opérateurs-coor- 
données d’ HEISENBERG, DriRAC envisage une suite de 3 m opéra- 
teurs-moments électriques oti m est infini. L’>hamiltonien se décom- 
pose en trois termes : le premier terme dépend uniquement de la 
premiére suite de grandeurs quantiques ; le second terme est cons- 
truit avec les opérateurs de la seconde suite ; le troisiéme terme 
contient toutes ces grandeurs. La théorie utilise la signification sta- 
tistique des produits scalaires infinidimensionnels. On trouve ici la 
justification de la conception originelle d’ HEISENBERG, comme 
premicre approximation. 


Ma 


CHAPITRE III 


L'ultraphénoméne quantique. 


7. — L’>uLTRAPHENOMENE TRIDIMENSIONNEL. 


Prolonger l’intuition sensible selon Jes indications fournies par les 
équations des phénoménes accessibles est une démarche toute sem- 
blable a la prévision : elle appartient strictement au domaine scien- 
tifique pourvu qu’elle soit d’esprit empiriste. Si l’opération nous 
fait passer, non, par une sorte de piéimagination, a des phéno- 
ménes cachés, a des ultraphénoménes, mais par une prétendue intui- 
tion intel’ectue!le, 4 des entités rationne'les, a des « intelligibles », 
a des « nouménes », elle reléve de la métaphysique ; elle caractérise, 
a notre sens, une méthode philosophique illusoire. L’univers carté- 
sien des atomes est un monde nouménal ; Ja structure de ]’univers en 
atomes chimiques est un ultraphénoméne. 

A Pégard de lultraphénoméne, les théories quantiques les plus 
avancées adoptent une attitude trés nette. D’une part, elles renon- 
cent presque complétement aux ultraphénoménes tridimensionnels 
divers, cinétiques et topographiques : elles ne conservent guére que 
Patome chimique ponctuel, systeme de vecteurs tridimensionnels 
issus d’un point, et les champs de propagation électromagnétiques 
et brogliens. D’autre part, elles tendent a introduire lultraphéno- 
méne a une infinité de dimensions, l’atome comme systéme de vec- 
vecteurs infipidimensionnels issus d’un point de l’espace infinidi- 
mensionnel propre a l’atome. L’examen du premier point nécessite 
quelques observations préliminaires sur l’idée de mobile et ses géné- 
ralisations. 

Au point de vue cinématique, un mobile ponctuel est simplement 
une ligne du continu espace-temps. Cette conception ne reléve aucu- 
nement de la théorie de la relativité : aucune idée de métricité n’y 
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est attachée ; l’espace et le temps, séparément, sont ici des continus 
amorphes. Dire que le mobile est permanent, c’est uniquement 
exprimer la continuité de la ligne espace-temps : tout mobile est done 
essentiellement permanent. A un point de vue plus franchement 
physique, l’idée de mobile comporte en outre essentiellement quelque 
caractére conservatif : on attache au mobile quelque propriété, 
quelque constante, comme la masse ou la charge ; la masse d’inertie 
(le coefficient cinétique), est généralement visée quand on parle d’un 
mobile réel, d’une particule physique. Or voici le sens ot l’on tend a 
généraliser mais aussi a dégrader l’idée de mobile. 

D’abord, on considére qu’une suite interrompue de lignes d’es- 
pace-temps peut représenter un mobile unique, identique, pourvu 
qu’elle ne présente pas deux points simultanés et qu’il y ait que]que 
relation conservatrice entre les divers fragments de lignes. Bien 
plus, on maintient encore l’idée de mobile, si la ligne d’univers se 
réduit a une suite de points, voire 4 deux points ou méme a un seul. 
Ces généralisations atténuent l’idée de permanence ; elles main- 
tiennent pourtant celle d’identité, du moins abstraitement. Mais si, 
au lieu d’un mobile généralisé, au lieu d’une suite de points, nous 
avons une multitude de mobiles serblables, l’idée d’identité dispa- 
rait A son tour et ainsi, toute idée de mobile. 

Notons que dans ces conditions d’apparitions instantanées, l’idée 
de vitesse n’a plus de fondement. On utilise bien ici encore le terme 
d’impulsion : il n’est plus question d’un concept cinématique et dy- 
namique, mais d’un concept énergétique vectoriel. La théorie clas- 
sique du champ électromagnétique nous a familiarisés déja avec 
Yidée d’un vecteur-impulsion défini en fonction des vecteurs élec- 
trique et magnétique et non plus, en principe, en fonction de la vi- 
tesse d’un mobile ; la denomination du vecteur comme impulsion 
est simplement indiquée par une relation ou il se compose avec des 
impulsions mécaniques : l’émission de radiations électromagnétiques 
produit un recul de la source, qui est un corps ; de meme, le corps 
qui absorhbe ou réfléchit recule. Jamais pourtant la théorie classique 
du champ n’a suggéré que l’impulsion du champ, qui figure dans 
V’équation de la conservation de l’impulsion totale serait de nature 
mécanique. Il faudrait remonter aux modéles mécaniques de 
MaxweELL, beaucoup plus anciens, pour trouver une suggestion de 
cette espéce. Dés LORENTZ, on n’y songe plus. C’est méme plutét un 
fondement électromagnétique de l’impulsion du corps lui-méme que 
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l’on envisage : le corps engendre un champ qui, lors du mouvement, 
reste quasi stationnaire, et l’impulsion propre du champ s’exprime 
alors, exceptionnellement, en vertu du caractére quasi stationnaire, 
en fonction de la vitesse méme du corps. Ainsi, l’idée d’un vecteur- 
impulsion purement énergétique, et non cinétique, se présente déja 
dans la théorie classique du champ électromagnétique. C’est seule- 
ment une impulsion de ce genre qui peut se présenter a un instant 
donné en un point ow il n’y a qu’un mobile dégradé, impulsion éner- 
gétique, nous ne disons pas hien entendu électromagnétique. 

Ces considérations s’appliquent précisément aux électrons, qu’on 
les envisage dans l’atome chimique, dans les rayons cathodiques ou 
dans les corps conducteurs. Elles s’appliquent aussi aux photons. 
Généralement on est dans le cas d’une multitude de points signalés 
& tei ou tel moment. Quelquefois on croit suivre une méme parti- 
cule : elle se signale 4 deux instants presque simultanés (effet Comp- 
ton particulaire) ou en une suite de points définissant une sorte de 
trajet (lignes de condensation). On peut rigoureusement parler de 
charges unitaires, de masses unitaires, de quanta d’énergie et méme 
d’impulsion ; peut-on proprement parler de particule chargée, douée 
Winertie, possédant telle énergie cinétique et telle impulsion ciné- 
tique ? 

Notons d’ahord que c’est toujours au sein de ]’atome du chimiste 
que les phénomeénes en question se présentent. Tel atome perd une 
charge, tel autre en gagne une égale ; un atome subit une impulsion, 
un autre en subit une égale et opposée. Il y a des échanges entre les 
atomes chimiques. On n’observe jamais un phénoméne dans ]’espace 
qui s’étend entre les atomes chimiques. Quand nous parlons du choc 
d’un photon et d’un électron, il s’agit d’un électron de l’atome chi- 
mique, donc de cet atome méme. S’il est question du choc mutuel 
des électrons, le phénomeéne concerne un atome chimique dans son 
rapport avec un autre atome chimique. Celui-ci a émis un électron, 
c’est-a-dire qu'il a perdu une charge unitaire, éprouvé un recul et 
subi une transformation exprimée par le terme d’ionisation. Le pre- 
mier atome chimique se trouve influencé d’une maniére corrélative : 
en particulier, il éprouve un recul. 

La mécanique quantique fait dépendre de lois statistiques les 
échanges électroniques et photoniques. Elle envisage séparément, 
d’une part, l’atome chimique comme centre d’émission, d’absorp- 
tion et de diffusion, et d’autre part — ceci nous intéresse davantage 
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en ce moment — les champs électromagnétiques et brogliens qui 
s’étendent entre les atomes chimiques, entre les corps. Les ondes de 
ces champs (ondes lumineuses, ondes cathodiques) réglent la statis- 
tique des phénomenes élémentaires qui apparaissent dans Jes diffé- 
rents atomes ch:miques qu’elles atteignent. Or, aux interférences des 
ondes répondent des interférences des probabilités, en opposition 
avec la composition classique des probabilités, qu’exigerait la théorie 
balistique avec permanence et identité des particules. 

Pour les trains d’électrons, il s’agit la d’une application des prin- 
cipes généraux de la mécanique quantique. On prend, en effet, 
comme équation du train d’électrons sans interactions, |’équation 
quantique dite de l’électron unique. L’ensemble dynamique des 
grandeurs quantiques est constitué de trois opérateurs-coordonneées ; 
Vensemble canoniquement conjugué est représenté par trois opéra- 
teurs-impulsions : ’hamiltonien est une fonction quadratique de ces 
derniers. Dans le cas présent, les valeurs propres d’un opérateur- 
coordonnée sont des coordonnées de l’espace tridimensionnel. L’é- 
quation quantique fondamentale du systéme physique concerne 
donc (aprés séparation des parties réelies et imaginaires) des ondes 
. an sens propre du mot. D’aprés 1a théorie générale, ces ondes per- 
mettent d’apprécier le poids statistique de l’événement représenté 
par une détermination des trois coordonnées : cet événement est 
précisément ici la présence de l’électron au point correspondant. 
Mieux : le carré du module de l’amplitude en un point mesure la pro- 
babilité d’un choe pour un atome chimique qui serait situé en ce 
point. 

De méme pour les trains de photons. La théorie des ondes de pro- 
babilités, appliquée comme nous venons de voir aux électrons sans 
interaction, aux ondes cathodiques, apparait comme une indication 
sur le réle statistique des ondes électromagnétiques. L’induction, 
dans ce parallélisme, est 4 ’heure présente exactement inverse de ce 
qu’elle fut A Porigine de la mécanique ondulatoire : elle va des rayons 
cathodiques a Ja lumiére. 

En somme, en réglant par des ondes tridimensionnelles 12s 
échanges électroniques et photoniques entre les atomes chimiques et 
les corps, la mécanique quantique, a raison des interférences pos- 
sibles, tend a dégrader l’idée de mobile attachée aux électrons et aux 
photons. Observons maintenant que son intervention en thermody- 


namique conduit, d'une maniére trés différente, & la méme indica- 
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tion. Les ondes de probabilité sont ici des ondes fictives de l’espace 
a 3 n dimensions, ou n désigne le nombre de particules. Trois types 
principaux de statistiques découlent des trois possibilités principales 
concernant la symétrie des ondes relativement aux n mobiles. Or ces 
trois statistiques se trouvent correspondre a trois évaluations du 
« poids » des complexions. En fait, pour le gaz d’électrons et pour le 
gaz de photons, deux seulement sont valables : ce sont précisément 
celles qui, dans le dénombrement des complexions, n’attribuent 
aucune individualité aux particules. Cette conclusion est bien con- 
forme & Vidée que la permanence et lV identité, caractéres essentiels d’un 
mobile ordinaire, dowent étre écartées pour les électrons et lesphotons. 
Notons que la thermodynamique quantique du gaz d’électrons et du 
gaz de photons peut étre traitée d’une autre maniére. Au lieu d’envi- 
sager n mobile de 3 n opérateurs-coordonnées, on envisage un seul 
mobile mais ce que l’on a appelé une double quantification. Les 
ondes en résonance avec |’enceinte sont considérées comme une pre- 
miére quantification, appelée spatiale : la distribution des particules 
entre ces ondes est étudiée comme une seconde quantification. On 
passe ici de l’équation quantique de la particule unique a une équa- 
tion dont les grandeurs quantiques (ou plutdét leurs valeurs propres) 
sont les nombres de particules relatives aux différentes ondes. On 
retrouve de cette maniére les mémes résultats que par la premiére 
méthode. Les trois statistiques répondent ici aux alternatives pos- 
sibles dans le choix des opérateurs canoniquement conjugués. 
Concernant la double quantification, nous devons également si- 
gnaler ce qui suit. Elle paraissait ouvrir la voie vers une conception 
plus large de la mécanique quantique. Sous sa forme classique, la 
théorie des quanta est une sorte de transposition quantique de la 
mécanique des interactions instantanées : la double quantification 
faisait entrevoir une transposition de ]’électrodynamique. Et cela, 
d’abord, parce qu’elle vise des champs ; ensurte, parce qu’elle con- 
cerne précisément, en particulier, les ondes lumineuses donc le 
champ électromagnétique. La double quantification réussit dans la 
théorie du gaz d’électrons et du gaz de photons. Elle réussit égale- 
ment dans la mécanique des n électrons : ici comme pour le gaz 
d’électrons, elle retrouve par une autre voie des résultats acquis. 
Mais le passage a l’électrodynamique, aux actions retardées s’est 
avéré impossible. Pour Ja question de la réalité des électrons dans 
atome, comme mobiles au sens propre ou au sens général précisé 
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plus haut, cet échec est trés significatif. En effet, la théorie quantique 
de latome chimique est précisément une transposition quantique de 
la mécanique classique des n corps, avec attraction instantanée du 
type newtonnien. Si ]’atome était réellement spatial, s’il présentart 
des électrons occupant, un instant donné, une position déterminée, 
1 conviendrait de s’attacher plutot a une transposition quantique 
de l’électrodynamique. On devrait voir figurer, dans Péquation de 
latome, le potentiel électrodynamique a coté du potentiel électro- 
statique. Le fait qu’il est impossible de développer de ce cété la méca- 
nique quantique est un argument sérieux pour la thése du caractére non 
cinétique et non topographique de l’atome. 

D’une maniére générale, une grandeur quantique est un opérateur 
linéaire : les valeurs qu’elle peut prendre sont représentées par les 
valeurs propres de l’opérateur ; elles forment une suite finie, infinie 
ou continue. Ceci s’applique aux opérateurs-coordonnées figurant 
dans l’équation de l’atome. Ces grandeurs indiquent-elles la position 
d’un point ? Sont-elles topographiques ou figurent-elles seulement, 
trois 4 trois, des vecteurs physiques sans plus ? Ce qui précéde nous 
invite a choisir la seconde alternative. La non-spatialité de l’atome 
chimique est encore indiquée par d’autres considérations. Com- 
mencons par noter l’analogie formelle entre l’équation quantique de 
Patome chimique et |’équation d’un train d’électrons sans influences 
muvuelles mais soumis a l’action d’un champ électrique. L’analogie 
va méme jusqu’a l’identité s'il s’agit, d’un cété, de l’atome d’hydro- 
géne, et de l’autre, du champ électrique produit par une charge posi- 
tive. Pour les trains d’électrons, la signification géométrique des 
opérateurs-coordonnées n’est pas douteuse. Mais, pour l’atome chi- 
mique, l’analogie formelle de son équation avec celle du train d’élec- 
trons ne doit pas nous empécher de voir qu’il s’agit d’un objet essen- 
tiellement diffsrent. Au lieu d’ondes ¥ (2, y, 2, t) de l’espace tridi- 
mensionnel, nous avons des fonctions de 3 n coordonnées. Pour des 
raisons de symétrie, il est généralement possible d’exprimer ces 
fonctions a l’aide de fonctions YW (x, y, z) ; mais I’équation quantique 
présente alors des complications analytiques sans intérét physique. 
/l est done peu probable qu'il y ait, dans Vatome, des ondes du type 
cathodique. Cette conclusion s’accorde avec la non-spatialits des 
opérateurs-coordonnées de l’atome, que nous avons déduite de 
Vinexistence de propagations électromagnétiques internes. 

Notons bien qu’il ne s’agit pas ici de savoir si l’image de Yatome 


50 L’ESPACE HERMITIEN QUANTIQUE 


chimique comme noyau positif entoure d’électrons négatifs formant 
un systéme de configuration invariable ou une charge densitaire 
fonction du rayon n’a pas quelque rapport avec la réalité. La chimie 
utilise avec profit l’iaée des configurations électroniques ; elle Pétend 
a la molécule et aux cristaux, elle l’étendra peut-étre aux grosses 
molécules et plus généralement aux micelles colloidales. De méme, 
Vidée des densités variant avec la distance au noyau a été utilisée 
avec succés dans l’étude des spectrogrammes interférentiels données 
par les cristaux. De ces théories, qui sont également non cinétiques, 
on pourrait dire qu’elles satisfont bien notre besoin d’intuitions 
spatiales, par des figures sinon par des mouvements. Mais nous ne 
devons pasles prendre ici en considération parce qu’elles ne sont pas 
concues selon les principes de la mécanique quantique proprement 
dite. 

Ainsi, 4 notre point de vue, les particules ultimes sont les atomes 
chimiques. La constitution cinétique ou méme topographique en 
électrons est écartée : les n électrons ae l’atome sont seulement des 
charges unitaires en rapport avec les 3 n opérateurs-coordonnées 
figurant dans son équation quantique. I] convient de considérer 
Patome comme ponctuel. Le point est ici entendu, non au sens du 
continu mathématique, mais au sens physique de non-résolubilité. 
La désintégration de ’atome, quand elle donne naissance & deux ou 
plusieurs atomes chimiques, n’est pas une séparation de particules 
préexistantes : elle est un phénoméne essentiellement représenté par 
la ramification d’une ligne d’espace-temps et non par plusieurs 
lignes longtemps trés rapprochées et qui s’écartent subitement. 

Terminons ces considérations sur l’ultraphénomeéne tridimension- 
nel en mécanique quantique par quelques observations en rapport 
avec l’extension du champ d’application de cette science. Notre 
thése générale nous invitait 4 examiner en premiere ligne la phy- 
sique des radiations photoniques et électroniques, y compris la ther- 
modynamique du rayonnement et du gaz d’électrons, et en seconde 
ligne la physique de l’atome. Mais la mécanique quantique trouve 
encore des applications au dela de ces deux domaines : au dela de 
Patome, elle étudie la molécule ; au dela des radiations et des gaz de 
photons et d’électrons, elle traite des radiations et des gaz d’atomes 
chimiques et de molécules. N’y a-t-il pas, dans ces deux domaines, 
des indications concernant l’ultraphénoméne tridimensionnel et, Si 
oui, viennent-elles infirmer, confirmer ou étendre nos conclusions ? 
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Les succés de la mécanique quantique dans Ja physique de la mo- 
lécule démontrent que l’objet de cette doctrine n’est pas seulement 
un systéme, a notre point de vue, sans étendue, comme |’atome chi- 
mique, qu’un ensemble d’atomes ayant une configuration véritable 
peut étre traité de Ja méme maniére qu’un atome unique. Ainsi 
s’introduisent des distances véritables 4 cété des opérateurs-coor- 
données dont les valeurs propres ne sont pas, selon nous, des coor- 
données topographiques. La conception de l’atome non spatial ne 
s’en trouve aucunement infirmée. L’analogie des coordonnées quan- 
tiques avec les coordonnées topographiques, du cété de la forme des 
équations, bien manifestée en d’autres domaines déja, se trouve sim- 
plement ici renforcée. Elle ne nous oblige aucunement de conclure a 
Videntité de nature. 

L’extension de la conception ondulatoire, au dela des radiations 
et des gaz de photons et d’électrons, aux radiations et aux gaz pro- 
prement matérie!s nous met, au contraire, dans une situation encore 
mal éclaircie. Allons-nous étre, pour l’atome chimique et méme pour 
la molécule, comme nous l’avons été pour l’électron et le photon, 
obligés d’abandonner cette identité, cette permanence, qui en font 
des mobiles véritables ? S’il fallait se résoudre & cette démarche, 
ce ne serait pas sans d’importantes réserves concernant sa portée. 
Le fait que les particules ici en question présentent des phénomeénes 
d’émuission, d’absorption et de diffusion et qu’une vitesse de convec- 
tion s’y révéle directement par l’effet DéppLer-Fizeau (déplace- 
ment ou estompage des raies) demeure une indication trés précise. 
De méme, |’évidente structure en atomes, des phases condensées, 
des cristaux, des colloides. 


8. — L’ULTRAPHENOMENE INFINIDIMENSIONNEL. 


L’existence d’un ultraphénoméne physique, celle des architec- 
tures en atomes chimiques sous-jacentes au monde sensible, celle 
des ondes lumineuses et cathodiques, est indiquée par la légalité 
méme des phénoménes accessibles. Le passage a Pultraphénoméne 
est, en somme, une opération qui donne un corps a certains schémes 
de légalité. Mais il s’en faut de beaucoup que nous procédions a cette 
démarche pour tous les symboles de la théorie physique. Elle reste 
toujours exceptionnelle. Projeter dans le monde toutes les grandeurs 
qui figurent dans les équations, faire correspondre des entités phy- 
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siques aux piéces diverses des systemes formels qui servent 4 décrire 
les phénomenes, est le signe d’une science physique dépourvue d’es- 
prit critique. Interdire, au contraire, d’une maniére absolue, toute 
démarche de cette sorte est, peut-étre, le fait d’une philosophie des 
sciences, éclairée sur la vraie nature des théories scientifiques, aver- 
tie aussi du danger d’en tirer plus qu’une prévision empirique des 
phénoménes, mais inattentive 4 cette situation que le monde sen- 
sible se donne a la conscience comme quelque chose qui doit étre 
affiné, prolongé, complété. L’attitude convenable et véritablement 
empiriste consiste donc 4 reconnaitre que l’ultraphénomene existe 
comme le phénoméne au sens étroit et & considérer sa poursuite 
comme une tache scientifique, au méme titre que la prévision. 

Il y a, dans les schémes de la théorie physique, des symboles qui 
signifient des objets accessibles — par exemple la longueur d’une 
barre, —- des symboles auxiliaires, et aussi des symboles signifiant 
des objets inaccessibles. Comment distinguer ces derniers, des sym- 
boles auxiliaires ? Aucun critére général ne peut étre invoqué dans 
la discrimination. Ici, comme dans tout ce qui concerne, au dela du 
formel, le rapport du formel au réel, le dernier mot est a l’expé- 
rience. [] ne s’agit plus ici de l’expérience sensible proprement dite : 
Pultraphénoméne reste essentiellement inaccessible, de méme que 
lavenir comme tel. Mais une expérience intérieure, synthése vivante 
d’expériences sensibles et intellectuelles diverses, nous avertit de 
Pultraphénoméne aussi bien qu’elle nous fait prévoir un phénoméne. 
Il y a ici des probabilités, avec leurs nuances plutdt que leur me- 
sure : il y a aussi des certitudes. Nous sommes certains de l’existence 
des atomes chimiques, comme de la configuration vue au micros- 
cope. 

Cela posé, venons a l’ultraphénomene a un nombre infini de di- 
mensions, a l’espace infinidimensionnel hermitien de l’atome. Ce 
sont les équations quantiques de latome qui le suggérent. Mais 
pourquoi donnons-nous suite a cette suggestion ? 

Nous répondrons a cette question en examinant les différents 
points suivants. D’abord, la mathématique pure, dés les principes 
mémes du calcul fonctionnel, 4 propos de la solution des problémes 
les plus généraux, se trouve naturellement amenée a introduire |’es- 
pace infinidimensionnel. En second lieu, ces théories mathématiques 
sont depuis longtemps utilisées dans de nombreux domaines de la 
physique mathématique. Troisiéme point : on n’a jamais vu, dans 
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espace infinidimensionnel ainsi introduit plus ou moins explicite- 
ment dans les théories physiques, l’indice d’une positivité physique 
corrélative : on considérait a juste titre les calculs et particuliére- 
ment les développements en série comme un aspect purement formel 
des théories. Quatriéme point : on pouvait encore envisager les 
choses de cette maniére en mécanique ondulatoire et en mécanique 
des matrices, quand on en a fait la découverte., Enfin, cinquiéme 
point : la signification statistique de la mécanique quantique appelle 
des réflexions nouvelles. Les développements en séries de fonctions 
orthogonales ne peuvent plus étre tenus pour de simples instruments 
de calcul ; chaque terme acquiert une individualité physique et 
représente un phénomeéne statistique distinct. L’espace infinidimen- 
sionnel cesse d’étre un simple scheme formel ; il est réel comme I’es- 
pace tridimensionnel. 

I] y a juste un siécle, dans un travail célébre publié en 1836 et 
1837, LiouviLLE et Sturm ont mis en évidence le rdle des fonctions 
orthogonales dans la théorie des équations intégrales linéaires : ils 
découvraient ainsi, entre un probléme fondamental de calcul fone- 
tionnel et lV’idée d’espace infinicimensionnel, une connexion essen- 
tielle. Soient deux triédres trirectangles de l’espace tridimensionnel. 
Considérons-les comme deux repéres. La transformation linéaire qui 
permet de passer d’un repére a l’autre est dite orthogonale : ses 
coefficients c satisfont 4 la relation 
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ot l’indice & prend, dans la sommation, les valeurs 1, 2, 3 ; le sym- 
bole 6 signifie 1 ou 0 selon que m et n sont égaux ou non. C’est la 
relation d’orthogonalité. Pour un espace & N dimensions, k varie de 
1 aN ; de méme met n. Lorsque N est in fini, la relation d’orthogo- 
nalité devient 


tos (2) ie (x) dz = Oise 


si Pindice k fait place & une variable continue Z. Des fonctions f; (x) 
satisfaisant a cette relation sont dites orthogonales. 

Le lien entre les fonctions orthogonales et les équations int égrales 
est manifeste. Une équation intégrale linéaire homogéne de seconde 
espéce avec noyau symétrique est, au fond, la généralisation, en g6o- 
métrie cartésienne infinidimensionnelle, du systéme d’équations 
linéaires en termes finis qui donne les axes d’une quadrique. Les 
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solutions forment un systéme de fonctions orthogonales : l’orthogo- 
nalité des fonctions exprime simplement l’orthogonalité des axes 
d’une surface du second degré. On se trouve ici a la source méme de 
tous les systemes de fonctions orthogonales. D’autre part, l’impor- 
tance du développement d’une fonction quelconque en série de fonc- 
tions orthogonales est déja indiquée par cette simple observation 
que les séries de Fourier sont des développements de cette sorte et 
qu’elles doivent précisément & leur orthogonalité leurs principales 
propriétés. Dans l’espace infinidimensionnel, le développement 
orthogonal d’une fonction quelconque s’interpréte comme la décom- 
position d’un vecteur suivant les axes en nombre infini d’un sys- 
téeme rectangulaire complet. L’indice des fonctions orthogonales cor- 
respond 4 un axe du systéme ; la variable, comme indice continu, 
répond a la suite des axes d’un repére primitif. La fonction dévelop- 
pée représente, pour chaque valeur de Ja variable, la projection du 
vecteur sur un axe du repére, exprimée a l’aide de ses projections 
sur le systéme rectangulaire. 

Passons maintenant de |’Analyse a la Physique mathématique. 
Les phénomeénes qui relévent d’équations linéaires sont nombreux : 
le fait qu’il s’agit d’équations en termes finis, d’équations différen- 
tielles ordinaires, d’équations aux dérivées partielles ou d’équations 
intégrales passe ici au second plan. Ils donnent tous lieu a des pro- 
blémes analogues en rapport avec la linéarité. Citons la décomposi- 
tion de la lumiére, les harmoniques acoustiques, les harmoniques du 
courant électrique alternatif, Ja trépidation des machines, etc. La 
solution met en ceuvre les développements trigonométriques, les 
fonctions orthogonales, les développements en séries de fonctions 
orthogonales. Dans toutes ces théories donc, le concept d’espace 
infinidimensionnel euclidien est, en un sens, implicitement présent. 

Ainsi, la physique mathématique utilise depuis longtemps et dans 
de nombreuses questions le schéme d’espace infinidimensionnel mé- 
trique. Pourquoi n’a-t-on jamais envisagé, 4 propos de toutes ces 
questions apparues avant la mécanique quantique, l’idée d’un ultra- 
phénoméne correspondant ? C’est parce que la physique mathéma- 
tique ne présentait ici, de toute évidence, que des calculs. Les décom- 
positions étaient seulement utiles et indiquées par la linéarité des 
lois physiques étudiées. On décomposait une fonction pertubatrice 
périodique en série de FourrER pour obtenir une forme pratique de 
Pintégrale exprimant le phénoméne perturbé. Les harmoniques 
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n étaient une réalité qu’aprés avoir été isolés et n’existaient méme 
jamais 4 ]’état pur. Comment alors aurait-on songé a donner quelque 
réalité a l’espace infinidimensionnel qui soustendait les théories ? 

La physique des quanta devait changer cette situation. Notons 
d’abord que les théories quantiques non statistiques attirent déja trés 
vivement l’attention sur l’appareil infinidimensionnel. La mécanique 
d’ HEISENBERG, des ses débuts, raméne le principe de correspondance 
a une analogie entre le calcul nouveau et le calcul des séries trigono- 
métriques. Le calcul introduit se trouve étre celui des matrices infi- 
nies. L’équation de l’énergie exprime qu’une matrice doit étre rendue 
diagonale par une rotation de l’espace infinidimensionnel. La concor-. 
dance de Ja mécanique des matrices et de la mécanique ondulatoire 
stimule dans le méme sens les investigations. Mais on peut toujours 
penser, a s’en tenir la, qu'il s’agit, en mécanique quantique comme 
dans les différents domaines ot régnent les équations linéaires, de 
simples décompositions utiles des fonctions en séries de fonctions 
propres. 

La conception statistique surajoutée aux théories quantiques 
récentes — mécanique ondulatoire et mécanique des matrices — 
donne un sens nouveau a tout leur appareil mathématique. Les 
ondes — fonctions propres, fonctions de transformation, rotation de 
lespace fonctionnel --- deviennent des indices de probabilité. La 
décomposition des fonctions en séries de fonctions propres cesse 
d’étre artificielle : les termes pris séparément ont une signification 
physique ; ils réglent la statistique d’un événement déterminé. 

Fait remarquable, une conception de cette sorte est apparue en 
thermodynamique avant la naissance de la physique quantique. Elle 
est, au fond, présente dans la théorie préquantique du rayonnement 
noir. On décomposait le champ électromagnétique en ondes en réso- 
nance avec l’enceinte et l’on considérait chaque onde composante 
comme un phénoméne physique. L’énumération des ondes était en 
effet assimilée a celle des degrés de liberté d’un mécanisme. La théo- 
rie classique de |’équipartition de l’énergie conduisait alors a la for- 
mule du rayonnement noir : une formule inexacte, celle de Lord 
Ray .eren. On sait maintenant que l’erreur ne tenait pas dans l’assi- 
milation des ondes composantes a des phénomenes distincts mais au 
calcul statistique, qui devait tenir compte de la variation disconti- 
nue des amplitudes. ; 

En mécanique quantique, dans la question de Vespace infinidi- 
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mensionnel comme dans celle de l’ultraphénoméne tridimensionnel, 
il faut bien distinguer deux ordres de faits : d’une part, les radia- 
tions lumineuses et cathodiques ; d’autre part, les phénomenes 
d’émission, d’absorption et de diffusion, qui ont pour siége }’atome 
chimique. A parler strictement, la mécanique quantique vise le 
second ordre de faits : la théorie des radiations cathodiques est une 
généralisation immédiate ; celle des radiations lumineuses est indé- 
pendante et simplement analogue a la précédente. Ajoutons que la 
thermodynamique du rayonnement électromagnétique et du gaz 
d’électrons (conduction métallique) se rattache au premier ordre de 
faits : les ondes de transfert deviennent des ondes stationnaires, équi- 
valent spatial des fonctions propres de la théorie de l’atome. Or, si 
Yon excepte l’idée toute premiére d’E1nsTEIN sur la dualité ondes- 
particules dans lee radiations lumineuses, c’est proprement dans le 
domaine de la thermodynamique, science dont l’ultraphénomeéne 
reléve essentiellement du calcul des probabilités, que la significa- 
tion statistique des ondes s’est révélée. A cet égard, la théorie du 
rayonnement thermique de Bose et Ernstein, et la théorie toute 
semblable des gaz matériels ou électroniques, de DE BRoGLIE et 
EInstEINn représentent |’introduction, dans la science, d’une idée 
d’importance exceptionnelle : les ondes composantes des théories 
quantiques ont une signification statistique. Ajoutons : elles ne sont 
pas de simples produits de Vanalyse mathématique : elles ont une exis- 
tence physique distincte. 

Concue dans deux domaines qui sont comme des annexes de la 
science de |’atome chimique, cette idée devait gagner le corps méme 
de la mécanique quantique. Historiquement, le point d’attaque est 
représenté par la théorie du choc, de Born. L’onde Y'du systéme per- 
turbé est développée suivant les ondes propres du systéme, abstrac- 
tion faite de l’interaction. Ces ondes s’expriment par des fonctions 
orthogonales : nous nous trouvons donc en présence d’une décompo- 
sition dont nous avons examiné plus haut le type et l’interpréta- 
tion infinidimensionnelle. D’aprés Born, fonctions orthogonales et 
coefficients du développement sont des indices de probabilités. 

La conception de Born fut bientét généralisée, grace surtout aux 
travaux de Dirac et de Jonpan. On savait que les grandeurs quan- 
tiques sont des tenseurs de l’espace infinidimensionnel hermitien, 
que les directions principales d’un quelconque de ces tenseurs for- 
ment un systéme rectangulaire, que les valeurs propres correspon- 
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dantes sont celles que prend la grandeur. L’idée de Born prit alors 
sa forme générale : le produit scalaire de deux vecteurs principaux 
normés quelconques relatifs 4 deux grandeurs quantiques est un 
indice de probabilité. Ainsi, dans le domaine de la mécanique quan- 
tique générale, ot le réle de l’espace infinidimensionnel s’accuse 
mieux a raison des différents systémes d’axes envisagés et du carac- 
tére invariantif des combinaisons retenues, la réalité parait articulée 
comme le calcul fonctionnel lui-méme : espace fonctionnel indique un 
ultraphénomeéne infinidimensionnel. 

I] convient de donner a la physique mathématique de cet objet 
nouveau la forme la plus propre 4 manifester clairement, en toute 
question, qu'il s’agit d’un espace affine 4 un nombre infini de dimen- 
sions, que cet espace affine est complexe, qu'il posséde une métricité 
hermitienne. L’exposé de la mécanique quantique, du point de vue 
des ondes ou du point de vue des matrices, ne répond pas a cette 
exigence. I] est, vis-a-vis de espace infinidimensionnel, ce que 
serait, vis-a-vis de l’espace ordinaire, |’étude de quelques formules 
de géométrie analytique, étude indifférente au caractére géome- 
trique de ces formules : il ignore 1’objet véritablement en question. 
La géométrie analytique ne manifeste son objet propre qu’en s’atta- 
chant au groupe des transformations exprimant l’égalité spatiale . 
elle étudie les invariants de ce groupe. Dans le méme sens, la méca- 
nique quantique doit étre présentée sur la base du systéme des inva- 
riants du groupe des rotations hermitiennes : telle est précisément 
Vidée directrice de l’ceuvre de Wry en physique quantique. Mais 
nous n’atteignons pas encore ainsi le fond des choses. Nous prenons 
pour modéle la géométrie analytique : il faudrait s’inspirer de la géo- 
métrie pure. En d’autres termes, il faut passer des schemes arith- 
métiques, analytiques, constructifs, aux schemes abstraits, a l’al- 
gebre symbolique. La base mathématique véritable de la mécanique 
quantique est une algébre symbolique exprimant les faits de Vespace 
infinidimensionnel hermitien comme Ualgébre symbolique de la géo- 
métrie pure, non analytique, exprime les fatts de l’espace ordinaire. 
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